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编 写 说 明 


《高 中 数学 才 赛 专题 讲座 )( 第 一 辑 )12 种 出 版 以 来 ,反响 强烈 , 深 受 广大 读者 
喜爱 ,并 收 到 了 大 量 反馈 信息 。 很 多 读者 ,包括 一 线 竞赛 辅导 的 教师 和 竞赛 研究 
人 员 提 出 了 许多 宝贵 的 建设 性 意见 , 荐 望 我 们 再 组 织 出 版 一 套 以 解 题 方法 和 解 是 
策略 为 主 的 丛书 。 为 了 满足 广大 读者 的 需求 ,我 们 在 全 国 范围 内 组 织 优秀 的 数学 
奥林匹克 教练 编写 了 《高 中 数学 竞赛 专题 讲座 )( 第 二 辑 ) 共 8 种 ;《 图 论 方法 》、 
ОМЖ УЛИ) САКЕ КНИА) сеу фе ж) Саны 
НУЖНО ЖИВЕ Е — ФОКИН ЕНДАИНУ HIKE 
第 二 辑 出 版 。 

丛书 的 起 点 是 高 中 阶段 学 生 必须 掌握 的 数学 基本 知识 和 全 国 数学 竟 赛 大 网 
要 求 的 一 些 基 本 的 数学 思想 \ 方 法 ,凡是 对 数学 爱好 的 高 中 学 生 都 有 能 力 阅 读 。 
丛书 的 特点 是 + 

1 ЖЕТЕЛЕНЕ ЖЕДИ, лишин мн, 
Жжжж, ИКЕ ТА РРУВРЕРРЕ 

2， 本 着 少 而 精 的 原则 选择 材料 ,不 摘 题 海战 术 ,不 追求 大 而 全 ,而 是 以 点 带 
面 ,举一反三 

3， 以 数学 修养 和 能 力 培养 为 立意 ,通过 深刻 鹿 析 间 题 的 数学 痛 景 , 挖 所 数学 
内 涵 ， 培 养 学 生 的 数学 品格 和 解决 实际 问题 的 能 力 ， 

4. 在 注重 甘 础 知识 训练 同时 ,有 适当 程度 的 搜 高 ,对 参加 冬令 营 甚 至 是 更 高 
层次 的 竞赛 都 有 相当 的 指导 作用 和 参考 价值 - 

从 书 由 于 平生 \ 双 聊 峰 、 边 红 平 主力 ; 参 加 编写 的 成 员 是 ; MF 4 д ih 
HP ERX PEA ЛВ FRE, 

ЖТАПИЖУЖЯ, РИХЕЗАЖНЕЖИЯ НЕ. 
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在 纷繁 变幻 的 世界 里 ,所 有 事物 都 随时 间 的 流逝 在 不 经 意 之 中 发 生 着 微妙 的 变化 ， 
而 许多 现象 的 变化 是 有 规律 可 循 的 . 这 种 规律 往往 呈现 出 前 因 后 果 的 关系 , 即 某 种 现象 
的 变化 结果 与 紧 砍 它 前 面 变化 的 一 个 或 一 些 结果 紧密 相关 . 这 种 情况 反映 到 数学 上 ,就 
是 递 推 关 系 ,体现 的 正 是 递 推 的 思想 ,所 以 我 们 可 以 运用 递 推 的 思想 去 研究 这 些 变化 , 8 
推 关系 不 公 在 众多 数学 分 支 如 组 合 ,概率 .几何 ,矩阵 中 起 着 重要 作用 ,也 在 其 他 诸如 信 
息 学 等 科学 领域 中 显示 出 独特 魅力 . 


зато (ЕВ 


1. WREX n 

所 谓 递 推 ,是 指 从 已 知 的 初始 条 件 出 发 ,逐次 推出 所 要 求 的 各 个 中 间 结果 和 最 后 结 
Ж. 其 中 ,初始 条 件 或 问题 已 给 定 , 或 通过 对 问题 进行 分 析 与 化 简 后 确定 . 

作为 数学 的 一 种 重要 思想 , 递 推 思想 体现 了 世界 上 许多 事物 现象 变化 所 遵 种 的 前 因 
后 果 的 关系 ,因此 具有 广泛 的 应 用 . 递 推 本 质 上 也 属于 归纳 法 . 许多 递 推 公式 ,实际 上 是 
通过 对 实际 问题 的 分 析 与 归纳 而 得 到 的 ,因此 , 递 推 是 归纳 的 结果 ,利用 问题 本 身 所 具有 
的 一 种 递 推 关系 去 解决 问题 的 一 种 方法 , 称 为 递 推 方法 . 

递 推 不 仅 有 顺 推 . 逆 推 ,还 与 数学 归纳 法 ( 仅 不 用 预知 结论 ) ,无穷 递 降 法 相关 ,关键 
是 找 出 前 一 命题 与 后 一 命题 之 间 的 递 推 关系 . 

用 递 推 方法 解 题 的 一 般 步 又 : 

O) 设 某 一 过 程 为 {7(m) 作 通常 为 数列 ), 求 出 初始 值 Fl1),7(2) 等 , 取 值 的 个 数 由 第 
二 步 递 推 的 需要 决定 - 

D RESMI Fn 一 1),J(n 一 2) 等 之 间 的 递 推 关系 . 

(3) 求解 递 推 关系 ,或 论证 递 推 关系 的 性 质 - 


— 


Гыз ыт 

2 利用 弟 推 方法 解 题 的 主要 方式 

а) 用 递 推 数 列 的 方法 来 计数 或 论证 ; 

《2) 用 数学 归纳 法 来 论证 + 

3) 用 无 穷 递 降 法 来 论证 否定 性 的 命题 . 

3 利用 递 推 方法 解 题 的 一 些 预备 知识 à 

CD 数列 中 的 递 推 关系 . 已 知 数列 的 前 & Ж, B fE —I a, 与 它 的 前 一 项 (或 前 若干 
Эра. :Cn 之 2) 间 的 关系 可 以 用 一 个 公式 来 表示 ,这 个 公式 称 为 数列 的 递 推 公式 . 递 推 公 
式 基 给 出 数列 的 一 种 方法 . 利用 起 始 项 ,由 递 推 公式 可 写 出 数列 的 前 有 限 项 . 

Ш. Ж (а, 的 前 ”项 和 S, = а, 十 ar + -- + a, Ñ n ifa S. 与 通 项 o, НИН 
5, n=l, 
$.—5.4, я>2. 

Ев, клкожнак. 特殊 在 定义 域 是 自然 数 集 或 由 1 为 首 的 有 限 个 连续 自然 
数组 成 的 集合 . 其 图 像 是 无 限 个 或 有 限 个 孤立 的 点 , 因此 ,用 函数 观点 看 数列 ,数列 的 动 
态 的 , 浆 体 的 性 质 会 显现 得 更 加 清楚 . 特别 要 注意 的 是 ,仅仅 给 出 有 限 项 的 数列 ,如 果 没 
有 界定 性 的 文字 限定 , 它 的 通 项 公式 一 定 有 无 限 多 个 . 

(2) 不 等 的 传递 性 : 由 а.а, а. >a, (n€ N° (=a, >a, (n>2). 

《3) 数论 中 整除 的 传递 性 . 

со 由 有 限 推 到 无 限 的 方法 ， 数学 归纳 法 ,无 穷 递 降 法 ,周期 函数 的 方法 等 , 


пше 


#1 (2007 年 上 海 市 高 考 理科 卷 试题 ) 设 f(z) 是 定义 在 正 整数 集 上 的 函数 , 且 
SONAE: H ло» 成 立时 ,总 可 推出 AHDS 成 立 "那么 ,下 列 命 显 总 
成 立 的 是 6 > 

А. # f(3)29 ща И А21 A гај RSLs 

B. # /65)225 成 立 , 则 当 k<5 时 , 均 有 СЕ щит 

С. E SOKA зг, 28 A < Rr, 

D. # 704) =25 Жїз таа 时 , 均 有 ГОЮ" 成 立 . 

解 我 们 用 符号 "一 "表示 题 给 条 件 , 即 : 

fa) >воја+р) >G + D, а) 


EDP HEH HR k.i 


НЕО > (F+ Ds f(R +2) > H2, 


RR: S, = 5. +a, (n > ща. = { 


这 样 ,利用 (1) 式 反复 递 推 ,可 得 
fG+2) > kH +3) > (3, 
ДЕ +3) > базу ЈЕ > +4, 


8. k,m € Мт Bt, PTY бе] отт". 

(Ауф АСЗ T AE 223 В], ую > 成 立 ,但 推 不 出 上 一 1,2 时 ， 
козе ща WR A. 

《B) 中 05022250 = 5?) T ИФН А225 В ООН ЖМ МЪЖ і-1,2,3, 
4M, SOOS MSL НЕ B. 

《C) 中 不 等 式 /(7) 一 49 与 不 等 式 кози 不 等 号 方向 不 一 致 , 且 (1) 中 的 推出 符号 
是 单 向 的 ,排除 C. 

(уф f) =25:>4° 成 立 , 可 以 推出 当 k>>4 时 , 均 有 ую >К MSL. 

故 选 D. 

ЯМ 将 F(z) 的 定义 域 是 正 整 数 集 改 为 R REH ADSR 成 立时 ,总 可 推出 
ЕО! 成 立 "保持 不 变 , 则 本 是 的 结论 仍然 成 立 . 原因 是 涉及 内 在 本 质 的 递 扒 
的 基础 未 变 ,但 得 出 的 结论 将 更 丰富 . м. 

у. 0921. 2059802, D22. = f(3. 2)23. 2° 


有 兴趣 的 读者 可 自行 探索 . 
#2 对 任意 实数 z, 函 数 f(z) 有 性 质 fe) far — 1) = z. MR (19) 一 94, 那 么 ， 
(94) 除 以 1000 的 余数 是 多 少 ? 
м ”重复 使 用 7(z) = r — НАГ 
1494) = 94° — f(93) 
一 94: 一 93: + f(92) 
4: — 93" + 92° — fOD 


= 4° — 93° +92? — «=. + 20: — f19) 
94-93694 — 93) + (92 + 91)(92— 91) 十 … 十 (22 十 21)(22 一 20 十 20 一 94 
= (94 +93 + 92 + + +21) +306 
= 4561. 
АЕ СОФ 1000 的 余数 是 551. 
说 明 在 反复 利用 f(z) 一 屏 一 /(z 一 1) 的 过 程 中 ,不 逐个 算出 94: 937 „+ „20 的 
值 ,而 是 放 到 最 后 ,利用 平方 差 公式 ,使 计算 得 以 简化 . 这 是 一 种 整体 把 握 数学 问题 的 思 


— P 


жк. 
M3 《2005 年 湖北 省 高 考 理科 春 反 轴 题 第 HO важаку. +1 > 


Пол], n HKF 2 的 整数 ,[log:n] 表示 不 超过 login 的 最 大 整数 , 设 数列 {a.} 的 


ЖЕ. RM Ea = b> О) ла. < Et 


= 26 
пра 234. АЕ: a< ова] 


пя за бин, 


EM МЯЧИ 2 时 ,ao, >0,Н а, < пищни. 


nta 


> оњи). 


ME + Понт) > L + Logn]. а, < Кас 

в 这 里 利用 不 等 关系 的 递 推 ,避免 了 使 用 数学 归纳 法 ,证 明 过 程 十 分 简洁 . 

例 4 EMa+b+e = lua HU +e =2 +O +E = 3,5 a +B + e ВИ, 

M ”我 们 研究 一 般 情形 的 结论 ， 美国 数学 家 5. С. Locke БЕ ЕН ТИВ 
MAM: EM a + b+ = la а = 2,a +P + = З.Ш а + +с ЕЩ 
用 递 推 方法 给 出 该 问题 的 递归 解 . 

Ш fo) = a+ +e, 


А = ат ате Ыта + be + 1a + eb, 

А = ab вата + tat Бо Heta + i, 

A = a ао +a +o каза сэр. 

А, = abe +b" ac + ab, 

А, = abc + abe? ква + Ыса + "ath са. 


Л ОА) = Ја) +A,, а» 
а-ә = fo) +A, (2) 
Ја —3)/(3) = Ја) + А», ‹з› 


Ç: 


Г 2) 0) = f(n) +2А, 十 As 十 24 4) 
Га-з Флай) = f(D + А, + А +A, +A, с) 
Ја — 3) 7) = f(n) + ЗА, +ЗА, + А, +6А, +ЗА,, (6) 
由 (6) 一 3X (6) —3 X (4) +2 X (3) +3 X (2) +6 X (D I}: 
бу) = fn 3) + 3f(n—2) +6f(n—1) 


п) с Да = + 3f(n— 2) 66/0910) 
в fm 6 - 


Фп = 4, 即 得 本 题 欲 求 的 结论 : 


сина ја) = ЗЗА HEND _1+3х2+6х3 „25 


ЯМ 找到 了 一 般 情形 下 SD f(n* 一 1D),f(n 一 2),7(n 一 3) 的 递 推 关系 ,就 彻底 


解决 了 这 一 类 求 值 问题 . 


如 果 我 们 改变 问题 的 约束 条 件 , 可 将 等 和 问题 推广 为 更 一 般 的 情形 ， 
ЖШ ЮЛ -а+6+стА/О) = а +E + = В.Х = a +P +O 


Ш јад = Afin- 1) + BZA feq — 2) + (фа -рав+ тС), 


ДЕЙ ШЕЛ) =а+5ь+с=А, “› 
до = а жеље = В, С) 
ла) = a+ +e = с. с» 
MDD аак = А-В, 


(Ох a +B +O +atb+atc +a +e +a +b = АВ, 
ВД ab(a +b) + bc(b+ c) + ас(а+ с) = АВ-С, 


abe = 


1 а Ав 
ж ЗАВ + ЗС. 


而 (ar +b UG +b+O 

=a +E +e tabaci atiet ateb, 

Ш Afin- = fO) Habla +) + вебу + t) аса? +e) 
Afin—1) = fin) + fin —2)lab + be + ас) — abe f (n— 3), 


яд fw = Af — 1) + 854 


уа-ә- (4a —{АВ++ С) —3›. 


— P 


85 В/О 的 定义 域 为 只 ,对 任意 的 r.yE ва + у) = ZG) L fO) g 


тежко" 
fO) = 1 证 明 : for) 为 周期 函数 . 
м ”此 三条 件 /(1) = 1 暗含 了 递 推 关系 。 
By = IRA aty = £) + fO) nh f +1) = Lt fO) 


1- дело» 1- уа) 
ELLET EET Ж. 
= = ле плачь 
fz +2) = Ла ++] деко" 
шуағы ELD 代入 得 
1—70) 
1 
у= +2) ко" 
зи =lat 
f(r +3) = Ла+2 +1] Et. 
7 де 可 
以 f(r + 2) = то 代 人 ,可 得 
= [60-1 
J+ = ET, 
~ сізге» 
fato = Де +з +1] = ЕЛЕ, 


Р со 1 
ХШ) = КЕ лар 


Ла +4) = јад. 


所 以 ,了 = 4 Со) 的 一 个 周期 , 故 f(z) алмақ. 
说 明 解决 题 设 中 出 现 函数 方程 的 递 推 问题 的 关键 是 ， 迅速 将 条 件 中 的 隐 性 递 推 关 


ЖИ ЖК. 本 题 如 由 fr 十 2) 一 一 7 ,得 7Cz 十 和 =/[2 十 (z 十 2)] 一 


по = FD мати. 


例 6 (第 15 届 * 希 望 杯 "高 一 第 1 试 第 21 题 ) 在 数列 中 找 出 丢失 的 数 ， 3，6，13， 
2в, ‚ 122. 249, А 
ЖММ ПИТА а. -га +п—2, RD HE 


as=2X28+3=59,a, =2X249+6=504. 


:/ 评 析 ， 上 面 的 解答 完整 吗 ?众所周知 , 仅 给 出 有 限 项 的 数列 , 通 项 公式 是 不 惟一 的 . 
所 给 数列 的 通 项 公式 也 可 以 是 
а, = Фа, + п— 2+ (п— in 2)(п- 3)(я —4)(л — 6) X (n~ TD, 
НЕ. ЖЕ asa ARERR. 设 所 给 数列 的 通 项 公式 为 
а, = Фа, + п — 2+ (ат + y)(n—1)(n—2)Xn—3)(n—4)(n—6)(n—7),z,y € В. 


КРАХ ЕК г, y》 由 方程 组 


а; = га, +5— 2+ (Sr + у)(5 > 1)(5 — 2)(5 — 3)(5 = 4)(5— 6)(5—7) 
а, = 2а, + 8— 2 + (8х + у)(8 — 1)(8— 2)(8—3)(8—4)(8—6)(8—7) 
惟一 确定 


思考 EMKA la): 1.2, За“. Д за, 44. ВН ВО (а, НИ E F RE 
МЕД, O 含 = 的 多 项 式 !@ 把 ”作为 指数 . 

解法 1 ”根据 数列 的 前 几 项 写 出 通 项 公式 ,设法 加 一 个 ”= 1,2,3 AAE 
R. 显然, = 1,2,3 At, (n— (n= 2)(n— 3) = 0. 

a, = n+ (0—00 22013), пЄ Ма = 4+(4—1)(4—2)(4—3) = 10, 符 
ARR. 

能 否 再 写 出 一 个 与 上 式 不 同 的 通 项 公式 ?第 4 ЕЕЕ a 吗 ? 设 

а. =п+х(п—1)(я—2)(и—3),л € М" Е Вт 1. 


Фа 一 4+z04 一 D)(4 一 2)(4 一 3) = ат 


6 


ш а. = n+ tAn- Din- Din — 3), € М гей 


此 时 ,第 4 тежка. 
解法 2 根据 数列 的 前 两 项 写 出 通 项 公式 ,设法 加 一 个 ”= 1,2 时 都 为 稚 的 表达 式 . 
BER n = 1,2 Rf (n = D(n =2) 一 0, 注意 到 a = 1= 20а: 一 2 一 21 我们 可 设 o = 


29 ta(n- D-DD AF a 一 3, 所 以 2 + 3 —1)(3—2) = 3,z = Тв, 


a, =2 — ка – DO Dra, = МЕЖ. 


能 否 再 写 出 一 系列 不 同 的 通 项 公式 ,如 含有 绝对 值 . 对 数 式 的 通 项 ? 
类 似 地 可 得 ,D а, = 2+ (n—2) | n—2 1,0 a, = 2+ (я —2)(2log,n— 1); 


Фа. = 2— sin %. 


说 明 RUA 6 的 求 通 项 公式 ,是 根据 已 知 的 前 若干 项 ,用 递 推 思 想 推断 一 般 项 . 但 


— IP 


结论 是 开放 的 ,满足 条 件 的 数列 有 无 穷 多 个 - 

#7 一 则 数学 游戏 : 前 两 个 数 是 1,1, 以 后 每 个 数 等 于 它 前 一 数 与 1 的 和 除 以 它 前 
面 第 二 数 的 商 ,那么 第 500 个 数 是 几 ? 

зи “我们 先 把 题目 中 的 数 串 写 出 来 : 


1,1,2, 3, 2, 1, 1, 2, 3, 2, 1, 1, 2, 3, = а» 


据 此 ,我 们 猜想 : 它 是 以 5 为 周期 的 周期 数列 . EE z =ar: а,Ь ЖӘ ЕНІ, 
{z.} 是 无 穷 周期 数列 ? 通 项 公式 是 什么 ?下面 来 解决 这 些 问 题 . 
М Бапа = Б.а воли. 
+1 а+ь+1 
ЕГІЗ Т а Ра Та +1 ата 
а - и ا‎ 0 H, 


За 180, +1 #0,2 +6+ 1 #0. 
继续 算 下 去 : 
а+1 а+6+1 
Брет аз а эшш 


5 
МЕТ 7455Ж 
45 ab 


BD: л, 一 rs = raz = mom = r, 于 是 我 们 得 到 了 : 
Ban = вз; = бл, А ры ab عو‎ 0, lb lathi 


із.) 为 无 穷 半 期 数列 ,周期 为 5, 它 的 通 项 公式 (一 个 周期 ) 为 


b, n= 2(mod 5), 
ыы, азан». 
n= © ат 152, 3, ==) (2) 
4 十 6 十 1 
= п = 4(mod 5) 
4+1 = 
— d п == 0(mod 5). 


由 于 500=0(mod 5), 所 以 第 500 个 数 是 2. 
Ж 留 下 来 的 问题 是 : 当 起 始 两 个 数 为 什么 数 时 ,数列 {z。} 的 项 总 是 整数 ? 
H CD 可 以 看 出 , 当 (a, Ж, 10.01, 20,02, 1),(2, 3,3, 2018,2.) 总 是 整数 


数列 . 在 正 整 数 范围 内 ,只 有 这 些 吗 ?我 们 来 考虑 这 个 问题 . 按 (2), 这 就 是 当 上 ，!，m 为 正 
BEN RRR 


а. 


由 于 对 称 性 , 先 设 a < b. HF аса 


E 
аФа ЪТа21 


也 就 是 “ < 3. FEN a = 1, 2, 3, 可 得 如 下 一 些 数 对 (由 a < b): 
а= 1,6- 1, 2, 3, 


а=? = 2. 3; 
4-3.8-3. 
RAD 式 中 检验 ,合适 的 有 (1，1),(1，2),(2，3), 再 应 用 对 称 性 , 即 知 (2,，1),(3， 
2) 也 合适 ,于 是 ,使 得 {z,) ла = ЕТ — ала = b 为 整数 数列 的 (a,b) IE EK 


对 ,只 有 五 对 ， (1，1),(1,，2),(2，1),(2，3) 和 (3，2). 

1974 年 , 米 哈 伊 尔 ， 党 莫 斯 CMichael Somos) ФРУ ИЯ 0 函数 的 性 质 时 ,发现 了 一 
个 无 穷 数列 ， 
о<п<5, 


а а) 
Жаз, ив, 


JENE 14 WAE: 1, 1, 1, 1,1, 3, 5, 9, 23, 75, 421, 1103. 5047, 41783. 


令 人 惊奇 的 是 ,在 我 们 的 眼睛 和 计算 机 所 能 “看 到 "的 范围 内 ,(4) 总 是 产生 整数 . 

本 题 中 我 们 只 讨论 了 一 个 十 分 简单 的 情形 . 

WS 设 有 甲乙 两 堆 小 球 ,各 有 小 球 若干 . 如 果 按照 下 列 规则 挪动 小 球 : 第 1 次 从 
甲 堆 拿 出 和 乙 堆 同样 多 的 小 球 放 到 乙 堆 ,第 2 次 从 乙 堆 拿 出 和 甲 堆 同样 多 的 小 球 放 到 甲 
Ж. ,那么 ,挪动 8 次 后 ,甲乙 两 堆 所 有 的 小 球 一 样 多 . 问 甲 、 乙 两 堆 原先 最 少 应 各 有 小 
球 多 少 个 ? 

Яғ 车 按照 挪动 小 球 的 程序 一 步 步 顺 推 , 则 解 题 过 程 十 分 复杂 ,演算 时 容易 产生 


— P 


差错 . 注意 到 小 球 经 过 8 次 挪动 后 , 甲 . 乙 两 堆 小 球 数量 相等 ,所 以 从 这 一 结果 出 发 进行 
逆 推 ,有 可 能 得 到 简便 的 解法 - 
№ 设 原先 甲乙 两 堆 最 少 共有 个 小 球 .第 8 次 从 乙 维 拿 小 球 放 人 甲 堆 后 ,两 堆 小 


球 个 数 相同 ,各 为 去 个 . 那么 ,在 乙 堆 反动 前 , 甲 堆 所 有 的 小 球 的 个 数 是 过 的 一 半 , 即 于 
个 ; 乙 堆 所 有 小 球 的 个 数 是 了 一 和 = х 个 ,而 这 就 是 第 8 次 乙 堆 所 动 前 的 情况 ( 即 第 了 


次 甲 堆 挪动 后 的 情况 ). 上 面 是 逆 推 过 程 的 第 一 步 ,其 余 各 步 如 下 表 所 示 ( 表 中 箭头 表示 
жел. 


мине a * z ж 
СРЕ 
《两 准 小 球 个 数 相等 ) 
ІІІ ЕТІ = 
ШЕЛІ 24-4 - 
CELEI] 
сют кж) 
сим 
ШЕЛІ Я 
жим 1 
《四 第 4 ктат) 
第 4 次 气动 前 
《 妈 第 3 次 振动 后 ) 
第 3 次 挪动 前 E SE E 
《 即 第 2 taa ЕЕЕ 
жоқтан аз 22245 1 ww 
《 即 第 1 тағ» 125 256 | 256 256 
экан ww Í алуп 
《 即 开始 时 的 情况 ) *751257$12^ + 256: BH 


e 341 171 3415171 
从 上 述 逆 推 过 程 可 知 , 甲 堆 原 有 小 球 515z 个 ' 乙 堆 原 有 小 球 引 5 个 . 5 515 


均 为 既 约 分 数 ,为 了 使 小 球 数 为 最 小 正 整 数 ,应 取 r= 512. 由 此 , 甲 堆 原先 最 少 应 有 小 球 
за 个 , 乙 堆 最 少 应 有 小 球 171 个 . 

Ж. 甲 堆 原先 最 少 应 有 小 球 341 个 ; 乙 堆 原先 最 少 应 有 小 球 171 个 . 

说 明 例 8 还 可 作 进一步 的 推广 ,如 果 把 条 件 中 的 8 次 改 为 2n 次 , 则 相应 的 答案 为 ， 


转 堆 原先 最 少 应 有 小 球 一 3 一个 , 乙 堆 原先 最 少 应 有 小 球 2 十 1 个 . 这 个 问题 贸 给 恋 
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者 思考 - 

在 思维 科学 中 ,按照 思维 的 方向 ,把 由 此 及 征 与 由 彼 及 此 的 思考 ,分 别称 为 顺 向 思维 
与 逆向 思维 ,二 者 构成 了 思维 的 双向 性 ,通常 ,人 们 习惯 采用 顺 向 思维 . 本 例 采 用 的 是 间 
接 化 策略 ,主要 采用 送 向 思维 的 方式 . 

所 谓 间接 化 策略 ,就 是 当 我 们 面临 的 是 一 道 从 正面 人 手 复杂 繁 难 ,或 在 特定 场合 其 
至 找 不 到 解 题 依据 的 题目 时 ,要 随时 改变 思维 方向 ,从 结论 (或 问题 ) 人 手 或 从 条 件 、 结 论 
(或 问题) 的 反面 进行 思考 ,以 便 化 难为 易 解 出 原 题 . 

在 具体 解 题 时 ,可 以 从 题目 的 实际 情形 出 发 ,通过 多 种 方式 实施 间接 化 策略 . 常用 的 
途径 有 ， 顺 推 有 困难 时 ,可 以 考虑 送 推 ;直接 解 题 有 困难 时 ,可 以 考虑 间接 求解 直接 证 明 
有 用 难 时 ,可 以 考虑 间接 证 明 : 肯 定 命题 有 困难 时 ,可 以 考虑 否定 命 三. 

МУ (第 11 届 "* 希 望 杯 "高 一 竞赛 题 ) 给 定 n Ж. a =0. 5% а, = 0. 50 (k=2, 
БТ ТЕГЕ ТТ ТТТ ІІІ ІІ 
数 , 试 求 "一 2999 时 的 希望 数 . 

мо i O) = 0.5 fC) f R° Еак. 

В а = ГО. 5) за, = /,(0.5) = fU feo, 93. 

ра 


利用 函数 的 单调 递 碱 性 ,得 
/(0.5) > /:(0.5, 
(0.5) > 万 (0.5) > 10.5), 
(0.5) > 00.5) > /.(0.5) > /160. 5), 


140.5) > 60. 5) > = > fa (0.5) > /м(0. 5) > + > ЈА(0. 5), 
10.5) > f,(0.5) > + D Јама (0.5) > fs (0.5) > == > 10.5), 
即 а >a 
а >a >а» 


а >а >а >а. 


ау >a > ۰“ D ама D an >з >ш, 
а >а, > < asa > an > *= >ш. 


TR, п = 2. k = 2, 
n = оң ЖЕ 4, 


„Ф 


EEE 
Mn = BRM. BEKR = 6, 


H n= 3m —1 B BER k = 2m, 其 中 四 EN 
又 由 2999 = 3 X 1000 — 1 FJ. ži n = 2999 时 ,所 求 希望 数 为 :; 2 x 1000 = 2000. 


ям ”我 们 可 以 一 般 地 计算 希望 数 . 

对 于 按 如 上 方式 排列 的 ”个 数 的 足 标 构成 的 数列 ,显然 ,前 面 的 蕊 个 足 标 中 不 会 有 
希望 数 (因为 4 < 24 一 1, 当 *>> 1 时 ), 若 有 ,只 能 在 后 面 的 号 AE. 设 第 上 位 上 的 足 
标 是 希望 数 , 则 此 第 位 是 从 右 向 左 数 过 来 的 第 ”一 A 十 1 位 .于 是 太一 2 一 上 十 1), 且 
k> 则 3k 一 20 十 1). 

因此 , 当 且 仅 当 3 + 1) 时 才 会 有 希望 数 = 2001). ЖШ, ЯМ п = 3m 一 1 
时 才 有 和 希望 数 , 且 是 惟一 的 . 


%10 жу 2008 + 2004 М2009 + 2005 /2010 + 2006 у= ИИ. 


м вко-Мжа-оМажожа-ъ Vr +2) ја — 2) у. 
Ло 满足 下 列 函数 方程 ; 
СА) = r+ (rz — 0 f(z +). 
而 由 恒等式 (z 一 2)? = z 十 (z 一 4)(z 一 1) 知 ,/(z) 一 一 2 是 它 的 一 个 解 . 
由 于 题 中 f(2008) 是 一 个 惟一 确定 的 值 , 则 它 应 当 只 有 惟一 解 , 
下 面 证 明 当 z > 6 时 , 原 函数 方程 只 有 惟一 解 fC) = 工 一 2. 


首先 当 关 6 时 ,/(z) > N (r= 4) V(r — 3) VCz 一 2) Мн 
>Уа-оУа-оуа-әут 


= (кН = < 一 4> 二 cz 一 2 
ЖК, хоби, 
fe) < Маг—оМа»— Уй (2r +2) V 
20-2) V4Cr 一 2 Уват 2) /= 


Ф. 


= aah” -4а- 2). 


та іс-ә</оо<аа-2 (r>. 


За-ржле+о<ае-о. 

Ë G) = х+ а-4уа+оя 
ipapa 
e-o <} 
агъа аа 


z+ (r= Dft < Л) 


因此 ,点 (一 2 < јео < Ла 2) =>. 
№ (+) е-2<ло<“а-о, 


MI (2) а= D< f(ir+ a. 


于 是 (5) 4-2) < (1) +а-ама+0 < јао 


<4 +а-ла+0< 4 а-г2», 
(2) в-ә</ә<4"а-2 (G>. 
BRENT ИЖ л, 00) С < а-? со. 


Фп оо а) = r—2(z > 6), /(2008) = 2006. 
说 明 ”本题 的 关键 是 把 求 特殊 值 问题 归结 为 求 某 一 函数 方程 的 解 , 再 根据 函数 方程 


的 特点 ,利用 初等 代数 的 恒等式 得 出 函数 方程 的 一 个 解 ,并 应 用 不 等 式 夹 通 证 明 函 数 方 
程 只 有 惟一 解 -. 


H s € Z) 中 所 有 的 数 从 小 到 大 排 成 的 数列 , 则 а, = зам = 


Ми 《〈 第 15 届 "希望 杯 "高 一 第 1 试 第 25 Ж) tla) 是 集合 {2' 5210<5<1, 


№ ”集合 中 的 元 素 从 小 到 大 排列 ,每 个 括号 为 一 组 ,第 На 个 元 素 , 依 次 为 ， 
C HRY 422,27 422) (22 + 27 ,2' + 22,21 + 27) а а, = 2' +2' = 10. 
因为 1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6 十 7 十 8 十 9 = 45, ВИД а» 是 第 10 组 中 的 第 5 сж, 


„Ф 


as, = 2'++2* = 1040. 


Ян ЖНИЖЕРХЕНЯНЕН SSSR. EEE,EES)3EDOKE3bEID 
САЛЕ УЗ PFARA яяихинилвенс НЕЋЕ ЉА ХЕРЕ Ф. 本 
题 求解 的 关键 是 用 递 推 的 思想 对 所 给 集合 {2' 十 2'10<*<t* 且 srEZ} 中 的 元 素 进行 分 组 
л. 


思考 利用 类 似 方法 ,可 解决 更 一 般 的 问题 ,如 以 下 扩展 问题 . 


拓展 问题 第 15 扁 " 希 望 杯 "高 一 第 2 试 第 14 题 ) 设 ta.} 是 集合 {2' 十 2 十 2 [05 
зи, Ë r, +, IENi 中 所 有 的 数 从 小 到 大 排 成 的 数列 , 则 а, 一 "а 

М ”根据 数列 fa,} ООН s г, 依次 分 组 

420,1, 2, 


0290, 1,3,0, 1, 231,2, Зв 
(3) 0,1, 420,2, 4.1, 2, 450, 3, 441, 3, 4; 2, 3, 44 


OD Os 1, ту 0, 2, та 1, 2, m О, 3, пр 1, 3, из 2, 3, m чуп 2, n=l, n. 

每 组 的 项 数 依次 为 1, 1+2. 1 十 2 十 3，…， 12 + 3 ен +n МИ а. 是 第 (3) 组 
的 第 1 项 ,ao = 2° + 21 + 2' = 19. 

am 是 第 (6) 组 的 第 15 项 , 因为 ; 1 十 2 十 3 十 4 十 5 = 15 Щз = 4 = бре 7, 
а» =2' +2 +2' = 176. 

拓展 问题 2; (1) Ша.) 是 集合 {2' +? |0 <s < t, B svt € Z) 中 所 有 的 数 从 小 到 


大 排列 成 的 数列 , 即 a, = 3,a: = 5,а, = 6,a, = да = 10,а, = 12,…, 将 数列 {a,} 各 
项 按照 上 小 下 大 , 左 小 右 大 的 原则 写成 如 下 的 三 角形 数 表 : 
6 
5 6 
9 10 12 


O 写 出 这 个 三 角形 数 琢 的 第 四 行 、 第 五 行 各 数 ;@ Жан. 

(2) (2003 年 全 国 高 考 理科 卷 压 灿 题 ) 设 t.} 是 集合 {2" 十 2 十 2.10<r<s<t, 且 rt 
EZ} 中 所 有 的 数 都 是 从 小 到 大 排列 成 的 数列 ,已 知 鳞 一 1160, 求 上 

М (DO 第 四 行为 : 17 18 20 24; 第 五 行为 : 33 34 36 40 48. 

© Ham = 2% +2 ,只 需 确定 正 整 数 vt. 


%. 


数列 {fe,) 中 小 于 2 ранета +2 |0<з<г< 6) ,其 元 素 个 数 为 
se =s жива ) < 100. 


满足 等 式 的 最 大 整数 为 14, 所 以 取 r. = 14. 因为 100 С. = so 十 1, 由 此 解 得 
8, 所 以 аш "+ 2" = 16640. 

(2)b, = 1160 = 2" +?! +2, 

ФМ= {cE В| с < пбо св, В = (2 +2 +2 [об r<: <. 
ЖЯМ-4сеВіс<2% U (e€ B|2* <c <2" +2) U {сє BI 2" +2 <с< 
2 +2" +2°}, 

现在 求 M 的 元 素 个 数 : (c€ В|с<2") = (2 +2 +9 [об <s <1 <10), 

HORTA Chi (се BI 2° <e <2" +21) = (2° +2 +2 [ос <<, 

ЖИЮ С. (c€ В|?°+7 е 29 +7 +2) = {2° +2+27 10< r <3) 
REK TN Cio. А = Ch + С +C +1 = 145. 

BR 3: 设 0) коо 均 为 定义 在 自然 数 集 N 上 的 严格 递增 函数 , 且 对 任意 € N, 都 
成 立 /tn 十 1) + 800) > Го) + g(n — D. BA la) 是 集合 Lo) + к |0< < r. R 
sat € N) 中 所 有 的 数 从 小 到 大 排列 成 的 数列 , 求 数列 {a,} 的 通 项 公式 . 

М ”将 数列 fa,} 的 项 从 小 到 大 排 成 数 表 ， 


ат/О (0) 


=) ада = DHD; 
а, = f(3 + 8 (0) ва, = (33+ а за = f(3)+ ЕС), 

= ЈУ ЕСО) ван = за» = f(4) + Оған = f(4) + (3) 
и аб) ви защ = fü) Пан 
= 5+ 0 


ашу, 
若 {a,) 在 数 表 的 第 上 行 , 则 由 asap, , =f + g(i— DA, 

жаз» 
? 


+IREN na, = f(D + еа КЪВ, 


k’ —k+2—2n<o0, 
k +k+2—2n>0, 


Эу ,و‎ 得 | 


УТ СУЕТ „1+ УТ _ —1+ УВЕ 
解 得 > <ас--% „не ? 


所 以 a [УТ ra] 表示 不 超过 = MEKERO. 
к тока НБА) sep p= z], 


下 面 给 出 一 个 没有 彻底 解决 的 推广 问题 , 留 给 有 兴趣 的 读者 进一步 研究 - 

拓展 问题 4: RRA A= (по Hm: + и + те |0< сасе Chast E NCi= 1, 
Юю. 

СОФА 中 的 元 素 是 4 1 m 的 不 同 整数 至 之 和 ,将 它们 从 小 到 大 排 成 数列 {a,}, 则 


(2) ПАРИЖЕ РА m 的 不 同 整数 寡 ( 包 括 1 个 ) 之 和 ,将 它们 从 小 到 大 排列 
成 数列 {a.), 则 as = - 

例 12 wasp кино —6с+1=0 的 两 根 , 则 对 一 切 正 整数 пи + 
个 不 能 被 5 整除 的 整数 . 
EA 《〈 用 无 穷 递 降 法 ) 设 存在 正 整 数 m = тво + 能 被 5 整除 . 


由 “+ 7 = ара +) — айбат +871), а)» 
而 e,8 是 方程 z — 6r +1 = ОМ, МЫ a + 8 = 6,08 = 1. 
КАО 式 得 
а" 6607 ДО — (at + В) 
= 5(а"! HEO + (бат! + 8°) — (а + 821. (2) 


根据 假设 a" + р” 能 被 5 整除 ,以 mm 代 人 上 式 中 的 ”可知 
Скат +87 — ("t +g" 
ПЕ 5 EIR EHE 
5 | (бат! + 77) — (а7 +8" *)]. (3 
Bm КО Хума 8 
а = Бат HETI) + ат ВТО ат? реу, 

所 以 ат ВО = 5б" ВТО + ат Во ат ВТ 

AORTA a" ° + 8” ° ФЕ 5 EER ËD ff fE НЕ m 小 的 正 整数 m = m —3 tita" + 8° 
ЖИЗНИ. 

М, E ff fE k, n: 小 的 正 整数 n, 一 m — 6, Ва +8" 能 被 5 整除 ,这 样 不 断 递 推 下 去 
就 能 得 到 一 个 无 穷 递 降 的 正 整数 列 


m > m > m >+°>0,® = т-за- 1) 
% 16 


能 使 w + p” in = n БРЗЕ 5 整除 ,但 这 是 不 可 能 的 ,实际 上 
a +e = 2,a ЕВ = 6,0 +E = (а ВВ — 248 = 34 
都 不 能 被 5 整除 ,因此 前 面 的 假设 被 推翻 ,证 得 原 命题 成 立 - 
说 明 本题 所 用 的 无 穷 递 降 法 ,最 初 由 法 国 数学 家 费 马 所 创 ,这 是 一 种 递 推 反 证 法 ， 
它 的 特点 是 利用 递 推 方法 ,从 反 证 假设 出 发 ,构造 出 一 个 无 穷 递 降 的 正 整数 列 ,使 之 与 正 
整数 的 性 质 相 矛 盾 ,从 而 推翻 反 证 假设 ,证 得 原 命题 成 立 , 


Ў вош 


1. (第 18 届 * 希 望 杯 "高 一 竞赛 题 改 编 ) 已 知 定义 在 正 整数 集 上 的 函数 
n+2, п<2007, 
AES], n>2007. 
МУ 2007< п<<2009 8 „п— Ст) = c. y 
А. 0 B. 2007 с 一 2 D. 2008 
2. СВЕДЕН Њ—ЕИАВСО- ДАВОР ФЕИ. ОВА 
ЖАВЖЖВИИКЯ. ФЕ - 35 Я-А". НЕНИЯ НХ АА, РА, 
— MAUT И В Ж AB-BB CW ИЕТ, ИТЕ Йй i 十 2 段 与 第 
i R ft ЕВ АЯУ B R АСР: ЖЕ НП B 8). 设 黑 、 白 二 蚊 走 完 第 1990 段 后 各 停止 
ЖЕЯЖИХЛИДА, ИНА БОКОВИ I ( ) 
A.1 в? 
с. з D. 0 
3. 在 直角 坐标 平面 内 , 称 模 \ 纵 坐标 均 为 整数 的 点 为 整 点. И 
"ЯЕЖЕ, НЕ 1-1 ИЖНЕЗЖС, 内 (包括 边界 ) 整 点 的 个 数 
是 со 
А. 4n+1 В. Sn 一 3 
C. 2 十 2n 十 1 D. 2+2 
4. 给 定 100 РЕЖ as ass s а ЖД а #0 на, — 3a: +2а 2>0 „а; —За, +да,2>0, 
то —За+-Фа, 20.45 — За, + а: >0, 84 100 个 数 со 
全， 构成 等 差 数 列 , 也 构成 等 比 数列 
В. 构成 等 差 数 列 , 不 构成 等 比 数列 
с 构成 等 比 数 列 , 不 构成 等 差 数列 


әзі 


D. жй кн, ажи ки 
5. ФК, ato), фаз E.0 =3—2 EEN" H Rau EEK, E 


的 个 位 数 是 ‹ 3 
A.1 及 2 С.з D. 4 

6 在 正 整数 数列 中 ,由 1 икхастинежинаияе, Ekl ERA 

偶数 2,4; 再 笋 4 后 面 最 邻近 的 3 个 连续 奇数 5，7, 9# 再 染 9 后 面 最 邻近 的 4 个 连续 偶数 

10, 12, 14, GERE Ж НИ 5 KERR 17, 19, 21, 23, 25. ЊЕНИ ФТ 


去 ,得 到 一 红色 子 数 列 1，2，4，5，7，9，10,， 12, 14, 16, 17, = 则 在 这 个 红色 子 数列 
中 ,由 1 开始 的 第 2007 个 数 是 Со 
A. 3844 В. 3951 С. 3953 D. 4014 

7. (2008 年 上 海 市 高 考 春季 招生 试题 ) 已 知 al，azy ass bis brs s byin ЖЕ 
0,4 Limb +++ +b Limbi tb, Њен, =, L. 某 人 用 图 1-2 分 析 得 到 
MER: ab 十 аб ++ + ab, = ala + GL, + GL, + = + аа + = + с, 
Шан (ан). 


图 1-2 
-1 十 1(>2) 编 制 一 个 程序 生成 实心 加 ,并 在 每 


8 一 同学 在 电脑 中 按 ai =1,а. 
次 生成 后 揪 入 一 个 空心 园 , 当 空心 国 达 到 10 个 时 进行 第 次 复制 ,然后 将 复制 后 所 得 的 
图 进行 第 2 次 复制 ,依次 下 去 , 则 复制 KIR EN Юз А 2008 КИ Е. 

э. 假定 有 一 排 峰 房 ,形状 如 图 1 -3 所 示 , 一 只 宝 蜂 在 左 


下 角 , 由 于 受 了 点 伤 ,只 能 店 , 不 能 飞 , 而 且 只 能 永远 向 右 方 особо 


CHEE E ORF M— FH FRE 5 2 HE E E A 900 


ERARE 6 号 峰 房 共 有 种 不 同 的 有 法 、 
10. 已 知 数列 {a.} 的 各 项 为 1， 2, 3, 4, 5, B8, 1, rE ni 
一 个 通 项 公式 为 


11. (%15 ER ИАЖ ЕНОТ n RODD, Шт. 第 


%. 


1 天 发 出 1 枚 加 上 余下 的 卫 , 第 二 天 发 出 2 кв та ВИНА ТО ОХ, É n 


天 发 出 刀 枚 ,该 运动 会 开 了 天 , 共 发 了 жи. 
12. (2007 年 湖北 数学 奥林匹克 和 夏令营 竞赛 试题 ) 已 知 数列 {ao} Ф.а = la, а. 
+3,a Za, +2. 则 аш 一 


13. № 六 z) 是 定义 在 正 整数 全 N* НЕК, REID 


3 


НҢ Йт,уЄМ', 


有 Дачу и (дасе (т) оозуну Ж fe, 


14. ЖХ fo (z) = z. С) уа = Је" сој Є №". Ф ЈСО Ж 
其 定义 域 上 为 增 函 数 ,g(z) 为 f(z) 的 反 函数 , 则 方程 (r) = g™ (а) сте МО) 5 
方程 f(z) = r ИМ. 

15. 两 位 学 生 A, ВИТИНА 刀 分 别 在 纸 片 上 写 下 一 个 正 整数 4，0, 并 将 纸 
片 交 给 学 生 C,C 在 黑板 上 写 出 两 个 正 整 数 工 , y, 其 中 一 个 为 十 6, 接着 СИА, ЖЖ 
557" А 回答 不 知道 \'C 就 间 电 :你 知道 @ 吗 ?" 着 悍 回 答 不 知道 \C 再 问 人 ,如 此 下 
去, 证 明 在 有 限 次 回答 后 , 必 有 一 个 学 生 回答 知道 (假定 А, BERRA ERK). 


1 递 推 数列 的 定义 


за ГЕ 


1， 递 推 数 列 的 定义 

OD 递 推 数列 ， 一 个 数列 的 连续 若干 项 之 间 的 关系 叫 递 推 关系 ,由 递 推 关系 所 确定 
的 数列 叫 递 推 数列 . m, KI la) WE: а, = За — a. = 2(n € МО 就 是 由 递 推 关系 
дата = 2 ЖИ а, = 3 所 确定 的 等 差 数列 . 

按照 递 推 关系 式 的 结构 类 型 , 递 推 数 列 可 分 为 线性 递 推 和 非 线性 递 推 ;按照 相等 与 
амалы тарата тала EE HE: 4E PUKE FIS HEX ЕСІЛ ЕН? 
HHR a HHI ХАНА, АЖ ХО F fi ВО а ЕЙ 
наше. 

解决 递 推 数列 问题 的 核心 是 求 递 推 数 列 的 通 项 公式 . 

ша = аза = а, + кл) 的 递 推 数列 ,通常 称 为 等 差 型 数列 . 当 кол) = 4 (常数 ) 
时 , 它 就 是 等 差 数列 

等 差 型 数列 的 通 项 公式 可 用 累加 法 求 出 : 


а, = (а. а, ) + lami та) + + (а, =a) +a, = У) +a, 


$. 


ЖШ а, = arani = Года, 的 递 推 数 列 ,通常 称 为 等 比 型 数列 , 当 Уп) = q ( 非 零 常 
ВО а, 天 0 时 , 它 就 是 等 比 数列 - 
等 比 型 数列 的 通 项 公式 可 用 累积 法 求 出 : Чатон, 


2 нај (п 1) н 2 MDa. 


(2) Е BBE : 一 个 数列 的 第 ”项 与 前 面 的 上 项 ao за. sac (k € N' k < n) 
№ ЖЖа. = flani va, +в, ЖЕНЕВЕ. 由 大 阶 递 推 关系 及 给 定 的 前 & 项 ai ， 
ear( 称 为 初始 值 ) 所 确定 的 数列 叫做 大 ВА ЕС]. 

ЖКУ г = cz 十 cx ЗАНШЕХЖа. = са. + са: (n > 3) 的 数列 的 特 
(ЕУ... 是 此 特征 方程 的 两 根 , 则 有 以 下 结论 ， 

Ф ща # zx: Ва. за? ала 

Ф щи = х В.а, = (В + рта. 

一 般 地 , 称 由 初始 值 a, га а 及 递 推 关系 


амь = ааль саа +++ са, о» 
所 确定 的 数列 {a. /为 上 阶 常 系数 线性 递 推 数列 . 其 特征 方程 为 
m= ат tart? etea, (2) 


方程 的 根 称 为 fa,} 的 特征 要 ,有 以 下 2 个 结论 : 
O 若 递 推 关系 式 (1) 对 应 的 特征 方程 (2) 有 个 不 同 的 单 根 zi ，zr:，…，zi, 则 
а, = А + Ах} + + Аыт, 
МА, А и =, А, 是 待定 系数 ,由 初始 值 确定 . 
O 若 遵 推 关系 式 (1) 对 应 的 特征 方程 (2) 有 不 同 的 特征 根 z. , ra oo rz (s< ОД 
中 心 (1 << O 是 方程 (2) и RRt He tti = kM 
a, = A; (тула + Ата + + + Ал), 


Ф.А, = BP + Bin + ВОТ yi = 1, 2, =, s ВВ В, ВО, os, В” 
‚ 5) 是 待定 系数 ,由 初始 值 确定 . 
2. 递 推 数列 的 通 项 


对 于 由 递 推 式 确定 数列 通 项 公式 的 问题 ,通常 可 将 递 推 式 变换 转化 成 等 差 型 数列 或 
等 比 型 数列 问题 ,也 可 通过 联想 构造 或 猜想 证 明 转 化 问题. 

常用 的 求 通 项 方法 有 公式 法 、 累 加法、 累积 法 、 待 定 系 数 法 .迭代 法 .对 数 变换 法 和 数 
学 归纳 法 等 ， 

由 于 常数 列 是 最 简单 的 数列 ,因此 “常数 列 化 " 也 是 一 种 重要 的 数学 思想 方法 . 


„Ф 


要 注意 等 差 数 列 和 等 比 数列 的 各 种 递 推 表达 形式 例如 , 等 差 数列 的 常见 表达 形式 
有 ат ~a, = СС ДНО дала та. Ап + В(А, BHES n € N°) 
等 ,等 比 数列 的 常见 表达 形式 有 am = qa, salı = aanza, = aq"(a,q # 0,a, 5 0), 
这 样 才能 在 寻求 熟悉 的 解 题 模式 中 产生 合理 的 联想 . 


Q umeog 


例 1 已 知 数列 {fa.} 满足 


на аза, 


“ә. а) 


Ba = ЖЖАЖа.. 
№ ARREO 中 ,从 ”= 1, 2, …, nm 一 1 进行 列举 ,有 


í 
а = та, 


5 


а = ия НЕ ВИ 


а 


=>=—=>3 ___.1 
Сп—р)Сбт+р) 3 


(пя 2, 3, +). с) 


Whoa: = ТОЖЕ 式 , 所 以 
“ЖЕ и 
لیے = به‎ m= 1.2, -Э. 
说 明 N 1 的 解法 通常 称 为 累积 法 . 利用 这 一 方法 ,可 证 明 下 列 一 般 性 结论 : 
FY а.) МД а, = ала. = /(т)а„(п = 1, 2,，…), 则 它 的 通 项 公式 为 


Пль. n>2. 


累加 法 和 累积 法 是 由 递 推 关 系 推 求 通 项 的 两 种 基本 方法 ,不 少 复杂 问题 常常 要 归结 
到 这 两 种 基本 方法 去 求解. 

ЮМ ”将 (1) 式 乘 (2" 十 1) ,变形 可 得 (2 十 3)(2m 十 1)， (2n+ D(2n = Dan. 

ФЬ, = (2n + (2n — Па, W ба = Сп + 3) Оп + Пал, ЕЗШ ба = 5, Я, 
(БО ВИКИ. FH В. = 5, = За, = 1, 故 (2 十 1)(2n 一 1)av = 1,a, = 

这 里 采用 的 是 常数 列 化 策略 ,过 程 非常 简洁 . 

求 数列 通 项 公式 在 各 类 数学 竞赛 中 既是 一 个 重点 ,又 是 一 个 难点 . 成 为 难点 的 一 个 
原因 ,就 是 求 通 项 公式 的 方法 灵活 多 样 , 分 析 、 推 理 .综合 等 能 力 要 求 较 高 , 

2 (20074485445 1% 21 题 第 1 小 题 ) 设 数列 {a,} КҮЙЛІ а) € (0, 


ножа.) 的 通 项 公式 
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а МИ. 

方法 1 Жа. = м. Faq а 
得 taw а, ЈЕ ИНЕ а, = (а, а.) + (ама та) + + (а та а» 
Жан. 


ра. ЖАН вани а, = pla, — a, a), Ат 


идол. 

мн 1 n=2,3,4, 56 
am =- ра + 

в алата, =- а, = ага). 

миа, =—-у(а.—а,). 


所 以 ,ia. та) 是 首 项 为 这 (1 а) АЯ — T 的 等 比 数列 ， 


所 以 aaa = За –ао (- +) ° 


„Ф 


а. = (a, ~a) + (ада — ага) +++ (а; та) +a, 


1 ++ за -азжа 


方法 2 Wan = 加 .十 9 变形 , нЕ. Ашан: = (2: 
(ih + (#- а“ ПН а. 


解 ha =— han + Ê, 


所 以 


于 是 


=-3. CDU- OD], a 
мет 


=2+C 2)" —2а, 


йй a= 1-0-a0[- 1). 


说 明 У ОСЕ U T МВ ЗЕ, РОБЕРТ ТВОР 


$. 


数列 或 等 比 数列 ) ,利用 其 通 项 求 递 推 数 列 的 通 项 - 
зи: HERR. 


Шал На = ра, +a) Бал = ра. +q 比较 系数 , 得 = гр 从 而 可 得 


(a. + pA ESERIN, FERI a. 


ü === ED NEE а. 3 
Ha, +a == glan +а) Ма, == ра. за, На. + ВИЖ, 
得 "一 一 1 所 以 o. =1 = lan D. 


Hla, 一 二 是 首 项 为 w 一 1, 公 比 为 一 去 的 等 比 数列 .所 以 o —1— (a —D[- +) 


Ma -1-а-а(- 3)” 


说 明 待定 系数 法 通常 先 设 定 通 项 的 基本 形式 , 青 根据 题 设 条 件 求 出 待定 的 系数 . 


分 析 3 MARE. 
直接 利用 a, = ра Ур ара м а = 2, 3,4, о Жа, 


2) 2+( $) +} 


2) +(-‡)+[ 


„Ф 


说 明 所谓 选 代 法 ,就 是 将 递 推 式 适当 变形 后 ,用 下 标 较 小 的 项 代 丛 某 些 下 标 较 大 
的 项 ,在 一 般 项 和 初始 项 之 间 建 立 某 种 联系 ,从 而 求 出 通 项 . 
分 析 4 HRH. 


HI 2 = Барт) ЖИЖИ = Аа = м. Вим, 
йа |а, ра | ЗРНО MTOR а. 
M Има, =— par +n =2. ош Вен МЫ 


(tU ЖИ а 一 1, 公 比 为 一 去 ННЯ a, —1 = ба =D (1) в 


«1-а-а(-3) 


RA ”用 不 动 点 法 可 求 出 一 阶 线性 递 推 数 列 : а. 
通 项 的 一 般 式 . 


= ра, аборт ра ВЕ М 


насан, 
+ به = عد به = رھ‎ 5 

Е‏ = 29 شت به 
得 ba = ама ра. ъа Tl м. т в.‏ 
所 以 р,‏ 
故 а, =b, += = Ыр + -4—‏ 


17.» 


#3 空间 有 "个 平面 ,其 中 任何 两 个 都 不 平行 ,任何 三 个 都 不 经 过 同一 直线 ,任何 
四 个 都 不 经 过 同一 点 . 问 这 ”个 平面 将 空间 划分 成 多 少 个 部 分 ? 

分 析 ”这 是 一 个 平面 划分 空间 的 问题 . п = 1, 2, 3 时 ,直观 上 容易 确定 其 结果 . 但 
当 站 关 4 时 ,直观 想像 就 难以 进行 . 如 果 进 行 类 似 联 想 , 我 们 不 难 记 起 下 列 关于 直线 划分 
平面 的 问题 : 平面 上 有 ”= 条 直线 ,其 中 任何 两 条 不 平行 ,任何 三 条 不 过 同一 点 , 则 此 条 直 


线 把 平面 分 成 FD = +O + n + 2) 个 部 分 . 


下 面 利用 遵 推 法 求解 设 平面 上 已 有 n 一 1(" 三 2) 条 满足 条 件 的 直线 , 它 把 平面 划分 
成 fn 一 1) 个 部 分 - 如 果 再 添上 第 = 条 直线 (图 2- 1 中 的 虚线 ), 则 它 与 前 n 一 1 条 直线 都 


Ф. 


相交 ,但 不 过 它们 的 交点 - 所 以 ,第 ”条 直线 与 前 ”一 1 条 直线 有 
п=1 个 交点 .这 mm 一 1 个 交点 把 第 ”条 直线 分 成 ” RB HEE 
在 的 原 有 平面 部 分 划分 为 两 块 . 因此 ,这 时 平面 块 的 总 数 增加 了 
п 


Ла) = fm— D +n а» 
在 (1) Жф n = 2, 3，…， ms 有 

f(2) = ја) +2, 

f(D = ја) +з. 


fO) = ал) +n. 
各 式 相 加 ,并 注意 到 га) = 2, 即 得 
fo = O +2+34 +n 1 + +2 


– То +n+D A>. (2 


ВИ, Чт = 1 时 ,7(1) = 2 也 满足 (2) Ж. 因此 , 所 设 的 ”条 直线 把 平面 分 成 
Ја) = er +n +2) 个 部 分 . 

将 直线 划分 平面 的 解 题 思想 和 有 关 结 论 用 于 本 题 , 原 题 就 不 难得 解 . 

解 ” 设 空间 里 已 有 "一 1(*> 2) 个 满足 条 件 的 平面 , 它 把 空间 分 成 /(n 一 1) 个 部 分 . 若 
再 添上 第 "个 平面 , 则 它 与 前 "一 1 个 平面 都 相交 ,所 得 的 "一 1 条 交 线 ,其 中 任何 两 条 不 平 
行 , 任何 三 条 不 过 同一 点 ， 所以， 第 ”个 平面 被 一 1 条 交 线 划分 成 


%о- 18 + (n~ 1) +2]= Dot 一 "十 2 个 部 分 ,每 部 分 把 它 所 在 的 原 有 空间 区 域 划分 
成 两 个 部 分 . 因此 ,这 时 空间 部 分 的 总 数 增加 了 志 ( 一 十 2), 即 
fo) = fa- D+ +O -я+ 2. 《3) 


在 (3) 式 中 令 m = 2,3, о 


ID = f+} -2+2, 


f = D+} 3+2, 


Ло) = fa-ti —n +2), 
各 式 相 加 ,并 注意 到 га) = 2, 即 得 
уо = ја» + De — rtza] 
-а+ Ти — Жан») 
=1+ Трав О Сав) но FD 
-1+ 1 x 2») 
= ler +5я+ > 2). w 


ER 4 n = 1 时 ,7(1) = 2 也 满足 (4) 式 . 因 
fO) = Тор + Snt 6) 个 部 分 . 

评析， 例 3 在 探索 解 题 方法 的 过 程 中 , 取 联 想 了 直线 划分 平面 这 一 已 知 命 焉 的 解 
题 思想 ,又 结合 联想 其 结论 ,顺利 地 发 现 了 解 题 方法 - 

在 运用 选 代 方法 求 通 项 as 时 ,应 注意 项 数 、 每 项 的 系数 和 次 数 以 及 最 后 一 项 , 当然， 
较 强 的 计算 能 力也 是 用 好 选 代 法 的 保证 - 


设 的 个 平面 将 空间 划分 成 


若 A=1, 则 有 
ата а + fi~, 
алата + а-2, 
ы к» 
ата +), 
aSa + ЈО). 
эша ЕЈ) OFEEFEE 
ЖА, Ж 
ада. + f(n—D, 


Ата , +f(n—2)A, 
ра. + Ла де, 


ки 


За ФА, 
А ат А а, + f(DA. 


$. 


Sa, Аја + ЈОЈА + УРА" Ht Ј(п—2)А+ fin— 1). 
НЯ: јат HAKAN җн нджи. 
例 4 Еа.) WWE а... = 2a, +3<2 -2. е Y 的 通 项 公式 . 


Е У = ала 3 
М as, = 2a, + 3 + 2° ВАМИ 27 ут = > pag 2 Ж 
(Уви = 2 = лиши NABH SERN, навад, 
1+9=0 ЕКІСІ 的 通 项 公式 为 . = (3»-4)р. 
Я EM an = pa, ++ FOE 0) веки тежка» 


em р, 9 
E8 


== 


иж (а | 的 通 项 公式 . 

рим, waran wikis, Фал Fat" = ра, +=”), БАНК, па 
LE — r = ви x RRR. 

例 5 (2006 MAR PRELE A BAAD 将 mm 位 性 别 相同 的 客人 , 按 如 下 
ЖАЖА, А. ==, А. Sn БНА. 首先 ,安排 1 位 客人 和 余下 客人 的 二 人 住房 间 


Ai: 然后 ,从 余下 客人 中 安排 2 位 和 再 次 余下 客人 的 十 人 住 中间 АЕН ЛУЈ 


问 就 安排 几 位 客人 和 余下 客 大 的 于 人 住 ;这 样 ; 最 后 一 间 房 间 А, 正好 安排 最 后 余下 的 


位 客人 , 试 求 客人 的 数目 和 房间 的 数目 ,以 及 每 间 房 间 人 住 客 人 的 数目 . 
解 ” 设 安排 完 第 上 号 房间 A, КЕ Та, 位 客人 , 则 ae = та = n. 


因为 第 大 号 房间 A, 人 住 的 客人 数 为 4 十 人 Ê ва ана а = В+ گا‎ А в 


= $a, 1 — k). 变形 得 : a, + 66 —36 = $u +6(&—1)—361. 

RHEN b = a, 十 6 一 36 是 等 比 数列 , 公 比 9 一 УД bo = а, —35 = т—36, 
bei = а +6(n—1)—36 = In — 42. 

代入 通 项 公式 得 Tn 一 42 = (m 一 6) ($p) ama = зв+ TETS, 
HiT m НЕВЕ НТ 567 не | (mn 一 6)， 


„Ф 


ME = 6 A m = 36. 由 此 可 知 ,房间 A, 人 住 1 二 25-—1 


6 位 客人 ;房间 A, 入 住 4 十 到 元 4 一 6 位 


6 位 客人 ;房间 А, ЛЕ 


2 十 难关 2 = 6 位 客人 ;房间 A AE + 2-3 


2 


ВАВА АЕ 5 + AZÎ — 6 位 客人 ;最 后 一 房间 住 了 利 下 的 6 HEN. 


了 

综 上 可 知 ,共有 客人 36 人 ,房间 6 [8] ,每 间 房 间 均 人 住 6 位 客人 . 

说 明 用 地 推 法 解答 实际 问题 时 , 解 题 的 关键 是 寻求 递 推 关 系 , 解 题 的 难点 常常 是 
求解 递归 方程 . 因此 ,从 一 定 意义 上 说 , 邹 练 掌握 寻求 递归 数列 通 项 的 方法 ,是 用 好 递 扒 
法 的 核心 问题 - 

例 6 (Fibonacci 数列 )1202 年 ,意大利 比萨 的 数学 家 斐 波 那 契 ( 约 1170 一 约 1250) 
在 他 所 著 的 4 算盘 书 ;里 提出 了 这 样 一 个 有 趣 的 问题 : 


图 2-2 


假定 1 对 一 肉 一 梭 的 大 免 ,每 月 能 生 一 肉 一 雄 的 1 对 小 免 ,每 对 小 兔 过 两 个 月 就 能 
长 成 大 兔 ( 如 图 2 - 2 所 示 ). 那么 , 若 年 初时 有 1 对 小 免 , 按 上 面 的 规律 繁殖 ,并 且 不 发 生 
死亡 等 意外 情况 ,1 年 后 将 有 多 少 对 兔子 ? 

Ят пина Ија ,第 ”个 月 后 的 兔子 对 数 为 ac， 

已 知 原来 有 一 对 兔子 ,as = l; 

工 个 月 后 这 一 对 小 兔子 长 成 一 对 大 兔 , 但 尚未 生殖 ,因此 = 1; 

2 个 月 后 原来 这 对 兔子 生 下 第 一 对 小 兔 , 因 此 a: 1+1=2, 


%. 


3 个 月 后 原来 这 对 兔子 生 下 第 二 对 小 兔 ,因此 =1+2 = 3, 

4 个 月 后 原来 这 对 兔子 生 下 第 三 对 小 免 ,第 一 对 小 免 也 开始 生 下 一 对 小 兔子 ,因此 
a, =2+3 = 

现在 来 看 第 ”个 月 后 的 兔子 对 数 a,, 它 是 在 前 一 个 月 已 有 的 兔子 对 数 MERLE 
增加 新 出 生 的 小 免 对 数 , 而 能 够 生 小 免 的 兔子 对 数 是 两 个 月 以 前 的 免 对 总 数 ,包括 原来 
的 一 对 免 , 也 就 是 Ма. = ага На. :. 

这 就 是 斐 波 那 契 问题 的 递 推 关系 式 ,由 ae = l,a = 1,a, = а, а. 递 推 得 到 的 数列 

1, 1,2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, = 

Жи. 

斐 波 那 契 问题 的 答案 ; а. = 233 NRF. 

ЛЯВ: 我 们 可 以 一 般 地 求 出 裴 波 那 委 数 列 的 通 项 公式 . 

解法 1 ”用 待定 系数 法 . 

ваља + aa, = kla, + aa i) ,转化 为 

asa = (一 aa 十 okavy 
又 аы = а, Фаг Cn > 2) 


д 
比较 得 Жн 


в цяга +а—1=0, 


不 妨 设 。 ожива = Ла 1 ,于 


所 以 1). о» 


Elan +E) ІІІ 


Ea, ET „нар RR. =— Ê 
31 ДР 


тикли ж йок, їй a, + (1835) = 


=, 


所 以 


解法 2 ЖЕНЕ. 


斐 波 那 架 数列 所 对 应 的 特征 方程 是 r 一 , 它 的 两 个 根 是 а - 155, 


а Ц, тие. = a (LEY + (1525) иж, = 1, a = 1, 


1- 
? 

жы 1Га 
所 以 а. = Ж 

Лай? затижтижииниљегинић. 

扩展 问题 1 从 1，2，3，…， 2008, 2009 中 任意 选取 上 个 数 ,使 得 在 所 选 的 上 个 数 
中 一 定 可 以 找到 能 构成 一 个 三 角形 边 长 的 三 个 数 . 试问 满足 上 述 条 件 的 的 最 小 值 是 多 
少 ? 并 说 明理 由 . 

М ”满足 条 件 的 大 的 最 小 值 是 17. 

CD МИ, 2, 3, =, 2008, 2009) 中 , 按 递 推 公式 w = 1,4: = 2,4: = ani +a, 选 
取 {1，2,， 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233. 377. 610, 987, 1597) 共 16 个 数 , 其 中 
的 任意 三 个 数 wy， ара < j <F) УН а, Са, Са На + а, < a, ЖЕН, 
三 角形 . 这 表明 ,所 选取 的 16 个 数 中 ,不 存在 能 构成 三 角形 的 三 个 数 ,所 以 人 二 17. 

(2) Жа Са За, < Са; ВИЛ. 2 2008, 2009} 中 任意 选取 的 某 17 个 
Ш. а, ars е, as) 不 能 找到 构成 三 角形 的 三 个 数 , 即 其 中 的 任意 三 个 数 都 不 可 能 构 
成 三 角形 , 则 有 а 21.4, > 2,4 а, +a: > Зла, Зара 25,4, 2а На Јовин, 
ам Зан Hais 2 1597 „ап 2 а + aw > 2584. Ж На < 2009 MF. 这 表明 从 {1,，2， 
3, 2008, 2009) 中 任意 选取 17 个 数 ,总 可 以 找到 某 三 个 数 ,使 其 作为 边 长 能 够 构造 出 


$. 


5)" (у ] 


一 个 三 角形 ,所 以 上 的 最 小 值 是 17. 

说 明 те о<а<5<с 的 三 个 正 数 ,bc, 能 构成 一 个 三 角形 的 充 要 条 件 是 < 十 5-c. 

本 题 巧 用 辈 波 那 契 数列 ， ， az 一 -十 ae 构造 出 不 存在 能 构成 一 个 三 
角形 的 三 个 数 的 集合 ,是 解 题 的 关键 . 在 讨论 过 程 中 利用 了 不 等 递 推 的 思想 . 

扩展 问题 ? 一 座 楼 房 ,从 楼 下 到 楼 上 共有 11 级 阶梯 . 若 规 定 每 一 步 只 能 跨 上 一 级 
或 者 两 级 , 问 从 楼 下 走 到 楼 上 ,有 几 种 不 同 的 走 法 ? 

分 析 。” 记 上 到 ”级 阶梯 的 走 法 有 a. 种 , 显然 ,上 第 1 级 阶梯 只 有 一 种 走 法 , 即 w = 1: 
上 第 2 级 阶梯 有 两 种 走 法 ,可 以 先 上 第 一 级 ,再 上 第 二 级 ,也 可 以 一 步 直 接 登 上 第 二 级 阶 
Ң.Ша-2 ER 3 级 阶梯 有 下 列 三 种 走 法 : 1 十 1 十 1,1 十 2,2 十 1, 即 w = 3. 

现在 研究 上 第 ”级 阶梯 的 走 法 种 数 a, Чалга: 的 关系 . 

考虑 登 上 第 ”级 阶梯 的 最 后 一 步 有 两 种 走 法 ,一 种 是 从 第 "一 1 级 阶梯 跨 一 级 , 另 一 
种 是 从 第 ”一 2 级 阶梯 跨 两 级 ,而 前 一 种 走 法 有 a. , 种 , 另 一 种 走 法 有 <. , 种 ,因此 走 上 第 
”级 阶梯 的 走 法 种 数 为 ae. = av， Баа. 

Ва, = l.a, = 2. 

显然 ,这 是 缺 了 首 项 a, = 1 的 斐 波 那 契 数列 . 通过 递 推 式 可 算得 a, = 144. 


扩展 问题 3 B sino + cose И sina сота 
МО th sina + cosa = Ро sina + cosan € М) Вр. ABET REN N RA. 


$ < = sin'a + cosa И нш = sinta + costa = ш, +. 


энш, MAD u = (Ула, + ВО Чи, 


问题 化 归于 数列 {(V3)"w.》 通 项 的 求解 ,而 {(V3)"u。)》 就 是 缺 项 的 斐 波 那 契 数列 . 下 
m. 
扩展 问题 4 已 知 以 AB 为 直径 的 半 国 有 一 个 内 接 正方 形 PIE 
CDEF ,其 边 长 为 1( 见 图 2 一 3). 
ВАС = a, BC = 名作 数列 
u = a—b, 
u = a +5, 
u = a ab + abî Ы, 


ш = а атьта — + (— Db. 


则 из tuai (n > 3). 
证 明 ERRAL RER 4 = u. = u — u 一 0 即 可 . 
ФА = и, u — و‎ M 


A= u (at а 1) + (— авт + (— D%* СОЧИ 


= ula а 1) + С 177 а —8—1). 
因为 CDEF 为 半圆 的 内 接 正方 形 , 边 长 为 1， 


所 以 
故 
即 
所 以 
a 一 6 一 
ЖА = 0. и, = и + и. 
实际 上 我 们 也 解决 了 如 下 问题 


(2007 年 安徽 省 高 中 数学 竞赛 初赛 试题 ) 在 直角 ДАВС, СС = 90°,CD RBH Е 
的 高 ,D УЖЕ. АБ = а, BD = b, CD = a — b = 1. ипо 的 通 项 为 


u = а ата — С, = 1, 23,76, WÍ С» 
А. ина = une 十 usa В. use = umo — uns 
С. 2007wsw = 2008 D. 2008usa = 2007ш 
#Ж A. 


97 (2006 年 全 国 高 中 教学 联合 竞赛 (天 津 市 初赛 ) 试 题 ) 已 知 数列 fav} 满足 ai 一 
Pras = рана — да +a, 一 4 一 20, 其 中 心 是 给 定 的 实数 ,是 正 整 数 , 试 求 ” 的 值 ， 
使 得 a, 的 值 最 小 . 

оф об = ама, 

НШ а... 一 2a +a, = 


1,2,5, 
20, 有 4 一 


20.B b = 1, 


于 是 Pon- = Жа-а». 


$. 


т қ-һ-П42----(а-101-2жа-1). 
所 以 b, = раю, а)» 


Җа = раа = p+ 1. a, = 2а —а+1—20=р—17< а Са. 
ВЫ, Ч а, МНЯ ЈЕ п > Зла. Ха „На. Сага B b, = ада — a, 20, 
бә =а„—а„ < 0. 


(一 DO 一 40) >2, 


на) 8 (n= 2)(n— 41) ж-г. 
240, 
ваза нем же ("Z i 所 以 , 当 ， = Bas 的 信 最 小 


МН am = pasa + да, ИИЖЖ Жан: — ваша = Kani — aan), Ш 
ата = (а + Ва — ада, МИ Ма +8 = р.а + Mit ap FE, lani -м,} ЖА 
比 为 8 的 等 比 数列 ,这 样 就 转化 成 一 阶 的 递 推 数 列 . 

ЖИ а.) 满足 递 推 式 al, = pa, + panı + finn = 2, 3, =O), На = a, 
а ба b 为 常数 ), 则 可 变形 为 sw — ва. = Кал — ва.) + fO), 

或 Gni — h. = аба, — 2.1) + fO. 

Ф x, = аы oa, (B ani — h. = 2.) „Я т, = ве. + /(п)(х„ = ar, + /(л)), 
Ж a, BHR r" — pz +q = ОВЕН Ча 一 B 时 ,又 要 对 лс) 分 类 , 即 对 fO) 又 
可 以 分 fO) = ma" M f Ст) # та 两 种 情况 讨论 . 

М8 Шр) = zig (2) =r = 2e, pa (z) = три (а) = cpu: (те N, В т> 
2). СФ с HWA ER pal пем ) 是 关于 z 的 一 个 mm 次 多 项 式 ,证 明 它 具有 美妙 
НЕД, Нар ЖЖ E of = с. р.а) 一 o +7. 

EM D 5 m = 1 ра +) = a + 8. HERA. Мт = 2 时 ,有 
фа ба + B) = (a + D)! — 2с = a° ыр + 208 — 2с = а" + fF ВЮ. 

(2) ВМ m < КЕ € N.B k > 2) 时 ,有 9-(e 十 及 = a" арың 
ба + (а +) — cp (e + 
= ба + руба! +в — са + g1) 


"+" 


соба + 


Яе т = k+l 时 也 成 立 . 
ЯШ pa (a +В = a" + (те N) ЩЕ. 
ИМ #с-още- os2jx/(m—1)+isin2jxw/(m—1)(j = 0, 1, 2, =, m—2), 


„Ф 


арт NER, Н а 天 0va"B 为 二 一 (ar 十 6)t 十 < 一 0 的 两 个 根 , 则 由 z, 及 递 推 式 
жы = Цаба, БЮ 6] 


мани.) 的 通 项 公式 为 z. = Lea +в b). 


ДЕЙВ (1) 由 ce 十 B= ar, tbn = =” +" Бе n = 1 时 成 立 . 
(2) 假设 结论 当 ， 一 时 成 立 , 则 


ma = Lgu lar, +8) — b] = Lge" +g") 0). 
Пе Рт с 


ЖЕНЕ фа +") = ат те” +". 


所 以 rr = Тар НЕ n = ЕВ. 


BD x, = а + FT" 一 六 CE мощи. 


ви вика m = Жул, = #1620 + Ari 一 4 一 1, 求 其 通 项 ， 
М 当 c 一 1 时 ,mr(z) 一 并 一 4 十 2. 


因为 810 #1613 + 42: — Ах. — С, + 13° — 42, F1) +2 = 1). 


所 以 хы = Маб +1)-1]. 
хв е (2- +1) +1 = 0 的 两 个 根 为 2 十 3.2 一 V5v 


故 通 项 为 =. = а +@-/ о” —-1]. 


B9 (2003 年 克罗地亚 数学 竞赛 题 ) 实数 数列 {a.} ЖЕЖ а. а, = 


За + an) ДФ m > n >0.# а = Жан. 


М $m = niasn +a = Теа, Han) ВИД as = 0. 


Фп= офа +a, = Та, + as), M 


$. 


a= = 4an. а) 


Фт-п+2,8 

аса а: = (axa На). а» 

ВО) 得 а: = 4а на; = 4а, | 

所 以 аша Баз = даља 十 4a = Alam +1). ‹з› 
又 由 (1) 和 (2) 得 


аша + а, = Tasa + a.) = За + а: w 


结合 (3) 和 (4) 8 al = дата, + 2,a = l,a, = 1. 

因为 ax = 4,a, = 9,a, = 16,888 a, = т. 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 这 一 猪 测 . 

SEF n = 0 和 = 1, 狂 测 显然 成 立 . ВЖ а, = r ra = ПОЩИ 

ana = 2(n + D: —n' +2 = п +4n+ 4 = (n + 2. 

所 以 猜测 也 成 立 , Ша = топ € М.Я а» = 2003°. 

/评注 “本题 最 然 没 有 设 元 和 求 初始 全 这 两 个 步 可 ,但 实质 仍 寻 是 在 寻找 建立 ov 
ТИГЕЛІ 9 X K X. 

жтанканк.жналижявтияжак.тЕни BA Sam 
这 一 方法 进行 求解- 

бю (着 色 问 题 ) 地 图 上 某 一 地 区 有 ， 个 国家 相 邻 ,但 ”个 Ө; 
国家 只 有 一 个 公共 点 ( 见 图 2 - O. Bir t ОМОН AS 
HE HRRK MIFA, EN E DERIK? ERAS 

молыға в. 

对 第 1 个 国家 S, 共有 3 НЕСЕ, MR, ШИ: S, 
后 ,对 第 2 个 国家 S, 只 有 2 种 巢 法 (S, 染色 后 ,对 S. 只 有 两 种 颜色 5224 
可 选择 了 ), 同 理 , 对 5, 有 2 种 染 法 ,对 5, Ss ，……,S., 每 个 国家 都 有 2 种 染 法 , 所 以 共有 3 
отк. тен S. 染色 时 ,是 以 S, ,为 参照 的 , 它 有 2 种 染 法 ,这 2 种 颜色 可 能 与 S， 
不 同色 ,也 可 能 与 S, 同色 ,而 S. 55, 同色 的 情况 必须 排除 . 但 S. 与 S, 同色 的 情形 有 多 
少 种 呢 ? 事 实 上 只 要 把 S. 95, 的 交界 线 拆除 就 成 为 同一 块 了 ,这 时 就 是 Cn 一 1) 块 不 同 的 
МЕ, Пал, 种 .所 以 ,a. = 3 + 27) —аг „Ва, —2' =— (а, — 27), 

又 因为 ma = 6. a, С 17 (а, — 2) Cm 2). 


„Ф 


故 а. = 2 +2007. 


RA ”本 例 问题 可 推广 为 如 下 更 一 般 的 地 图 着 色 问题 : 平面 上 有 一 点 Р, Жл + 
кар, Dis с, Р, 的 共同 交界 点 ( 见 图 2 -5). 现 取 A 种 颜色 对 这 


于 个 区 域 进 行 着 色 , 要 求 相 邻 两 个 区 域 的 颜色 不 同 , 试 求 着 色 的 方案 (УА 
ж 


解 ” 设 这 "个 区 域 的 着 色 方案 数 为 w., Мп 26.0, 有 Ak 种 着 5” 
色 方案 ,D: 则 有 一 1 种 ,于 是 ws = КЕ 1); f n = 3 时 ,Di ЖАН D 
着 色 方 案 ,D; H k—1 种 , 则 D, НЕ-2 и = ВЕ 1) (k — 2). 图 2-5 
n аА, ЖЕНИЯ, D A Do 有 相同 的 颜色 ;D, 和 D 
所 着 颜色 不 同 . 第 一 种 情形 ,D, 区 域 有 4 一 1 种 颜色 可 用 , 即 D, ,D,-, 区 域 所 用 颜色 除外 ， 
而 且 从 р, P Do 的 着 色 方 案 ,和 = 一 2 个 区 域 的 着 色 方案 一 一 对 应 . 后 一 种 D. 区 域 有 
k — 2 种 颜色 可 供 使 用 ,而 且 从 Р, BJ Dı, 的 每 一 个 着 色 方案 和 一 1 个 区 域 的 着 色 方案 一 
一 对 应 ,所 以 ,us = Ck — Duy + &— шаби 4). 


Зуби.) 的 母 函 数 , 则 有 


Ф иб) = 


иа) жит? u + УСО Зи + #- Пиле 


ит + души! + Ck 2) Ума + и Ой 


= uz + (F— Dz Уши ни Dz Уил 


= Rk Da? F(R — 2z + иба) + в Dru), 


АФ Da 


ыы татар. 


由 于 方程 1 一 (一 2)z 一 (k 一 TD)r: = 0 @ а = 


= ka- Dz ورا ے‎ 
Жі ои Ерера“ ге 


= = DeD ае 6 Dz? Ув Da 


= واا‎ + арт 


= DOD- 1) + (k— D"), 


%. 


所 以 ,ww = СА уп = 2, 3, +. 


1. 着 数列 满足 = ата +2л, И arm 等 于 Со» 
А. 9900 В. 9902 С. 9904 D. 10100 
2. 定义 一 种 运算 "“* ”， 对 自然 数 寺 满足 以 下 等 式 1 D 1*1 一 1;@ @+ рт = 
BnD, и е 5 
A. У вот” 


ЗОВЕ Ж п ЛШ. ФФШЛ ЕНЯ+ЕА, ЗЕЛИХАЯА, СПЖРИЯА 
fO) KE т /(1)=2,/(2)=4 等 , 则 ЈОЖЕ + ‹ › 


кт B. т—л+2 
С. г-и-ра-2и-з) D. 到 一 5 十 10n 一 4 

4. BERIA) Фа =la = За. тада „Ма НИЯ со 
А 2 B 2”+1 с. 2 b. 2—1 


5. жита) Ф.а, = 06.0910 нем", 8 У) ББ = LRH pq 
£ os. 


正 整数 , 且 ( 户 , 9) = 1, p+q 的 值 为 ( ) 
А. 2007 В. 2006 с. 1023 D. 3 

6. Сэт ЖЖ Ж) ЖЖЖ ай ЖИЕ Л а жи шар НИКИ 

长 ,而 每 年 冬天 需要 砍伐 的 木材 量 为 ,为 了 实现 20 年 后 木材 存 有 量 至 少 翻 两 香 的 目标 ， 

Их ЖАЙ ЯО? 取 0.3) со 


121 377. 


49 
А. това C. ga Жетш 


7. ERRA la) Фоа = ar = Bd n E N° В Жана — 2am +a, то 


2 
8. (2004 年 全 国 高 中 教学 联合 竞赛 (四 川 省 初赛 ) 试 题 ) 已 知 数列 {av} 满足 ai = 1, 
a, = да. +п —2(n > 2), Жа, = ` 

9. (2006 年 广东 省 高 考 理科 疮 第 14 题 ) £ E$ 2 W 3 НИЯ 48 届 世 丘 赛 期 
ВОЖЊИ ЛИН ЛИНА EZR PHRES АФЕЛ 堆 只 有 一 


R.R14F5m #2, 3,4, AREARE- ЛОИ E 2-6 Pt = 3 X E e E k. 


» Ф 


从 第 1 层 开始 ,每 晨 的 小 球 自然 对 放 在 下 一 苦 之 上 ,第 疾 堆 第 mn Ена 个 乒乓 球 , 以 也 


(DORT n HEY E ER E KR 7(3) 一 Ио) = (答案 用 对 表示 ) 
图 2-6 
10. (2004 年 上 海 市 高 考 春 季 招 生 第 8 题 ) 根 据 图 2 -7 的 5 个 图 形 及 相应 点 的 个 数 
的 变化 规律 , 试 狂 测 第 ”个 图 中 有 Жа. 


Ш в) о 

图 2-7 

П. ПДА ЖЖ) 已 知 数列 {a.} ЖЖ. ам = (Dn 2a, то 1, Ж 
Ва, = asa И а 十 ar 十 … 十 am 一 

12. (2007 年 江西 省 高 考 理科 卷 第 14 题 ) РЯ } ЯТЕЖР, q € м 都 有 


а, а, 


13， 求 满足 下 列 条 件 的 数列 {ao} 的 通 项 公式 : 
(Da = бал = 2a.+3+5% 


= ap ره‎ = 1. ам = 


с) а = Вита SE. e a Y 
една апр ал ЖУ 
(3) aı = la = Brans — ан + Та. = 0. 


14. 在 一 块 木板 上 , 播 有 甲 . 乙 、 丙 三 根 针 , 已 知 其 中 的 一 根 针 上 ,由 小 到 大 放 着 刀片 
大 小 不 同 的 圆 薄片 ,最 大 的 一 片 在 最 底下 ;其 他 两 根 针 上 没有 放 辆 薄片 . ЖЕ ЕКЙ л И 
图 获 片 从 一 根 针 上 移动 到 另 一 根 针 上 , 且 移动 时 须 遵 守 下 列 规则 ;一 次 只 能 移动 一 片 ! 小 
片 始 终 应 在 大 片 的 上 面 . 问 完成 这 个 任务 至 少 要 移动 多 少 次 ? 

15. 某 省 电视 台 某 天 有 普 次 插播 广告 时 刻 , 一 共 播 了 兽 条 广告 - 第 1 次 播 了 1 条 以 及 


тиран. 2 次 播 了 两 条 以 及 义 下 的 二 ,以 后 每 次 接 此 规律 插播 广告 ,在 最 


$. 


后 一 次 即 第 于 次 播 了 余下 的 最 后 几 条 广告 (mn>1). 问 这 天 有 几 次 插播 广告 时 刻 ? 并 求 广 
告 的 条 数 m. 

16. (2003 年 多 牙 利 教学 奥林匹克 试题 ) 将 一 个 2003 РИТА НЕ ! 
ЕН Мех В ИНЗИДИМЕЗТЕН, ELEZE ДАННАЯ? 

17. (2007 年 辽宁 省 沈阳 市 元 站 Зажим) Ею ај Фа 一 1, 关于 
1 ЖЖ — a sin(cosz) + (2a, + Dsinl = 0 有 惟一 解 - 

сржи ај 的 通 项 公式 上 

(2) ik b, = о RAF iD) 的 前 严 项 和 S.; 


1 
ве = [itige] RE: <a. 


18. ит, 某 楼 樟 有 首 级 台阶 , 某 人 一 步 最 多 远 3 级 , 问 有 多 少 种 不 同 的 上 楼 
AR? 


2 变 系数 递 推 数 列 


зао нв 


HERR ана ла. va 的 系数 中 含有 变量 ", 则 此 数列 {a,) 称 为 变 系数 递 
ек. 


1 一 阶 变 系数 线性 递 推 数列 


满足 递 推 关系 式 anı = finda, + g(n), f(r) во о» 
的 数列 称 为 一 阶 变 系数 线性 递 推 数 列 , 它 的 通 项 公式 为 ， 
ор Ди > EOE 
а, iof = ло (п> 2). (2) 


方法 1 ”用 数学 归纳 法 . 


в = а +0) = га [а +], 


а, = (Фа, + (2) 


= уок] [a + += 


_ ка» қо 
гола (а + уБ) 


р Е меті 
о ма=птжа, iof Я TT rao] 


M k= n+1B, 


і: 


аша = Года, + в) 


= [a 4 5 ع‎ 
= rw [If + Б +> Tro 


Іке 
+5 gh + gm ] 


ко | = По о 


= По Ж Fal 


AT h H 90 RET BERR а = Јата, + g (n), f (n) #0 的 通 项 公式 


为 (1) 式 . 
方法 2 用 同一 法 . 
先 证 式 (2) 确 定 的 {a.} 满 足 题 给 递 推 关 系 式 (1). 
Года. + gn) = мез ћи ; Пло жао 
-Р > folie там, 


Hla, WERO). 
Bo EWER), WM bni 


从 而 有 вз 


db, + (т), 


1 = fO) (a, — b). 


Фа. 6, = с ВН са = Јосе 一 Шлоје. 其 中 ,o 为 任意 常数 . 
š -К-а+ > „жар: 

жив = Пл 5 iro. 

上 式 中 等 号 右边 具有 式 (2) 中 等 号 右边 的 形式 ,从 而 可 知 , 式 (2) 为 式 (1) 的 通 解 . 

说 明 ”同一 法 和 数学 归纳 法 需要 先 猜 出 通 项 公式 再 证 明 . 

方法 3 用 辅助 函数 法 . 

引 人 辅 助 函数 kxD( 待 定 ) 使 得 co- — k(n + 1) = f(nD[a, — k(n) ], 则 数列 


„Ф 


(а, — ROD) 为 一 阶 变 系数 线性 递 推 数列 - XE HH EOD „НЕ ВО) = 0, 将 所 构造 递 推 式 与 
原 递 推 式 比较 ,有 

| ED -DSD = воз, 

= — А02) f(2) = g(2), 


kO) —k(n— 1) бт —1) = к-р. 


RE kw = Пју) -Е аа). 


По» 


故此 类 型 数列 的 通 项 公式 :oa。 = Hole +> ж 
а Пи» 
ТЕТІГІ Т 
йиш A.I. ЗЛО „д OD ЖШ в. Жана 
= ah, + gh... ФЬ, = а,А,, Бу == b, + Һу. ВЖ FI SR tl 6, 


S Lehes h тажал а.. 


В ЛА. атару Ж h, "йэ. 


证 法 3 与 证 法 4 采用 的 是 一 般 性 解法 , 即 通过 构造 辅助 数列 ,用 累加 法 求 其 通 项 a,. 
下 面 再 给 出 两 种 一 般 性 解法 : 
方法 5 НАК. 
а, = f(n— Оа + g(n—1) 
= f(n= О дал + gn = 2) аба 1) 
= а-рли- [и За. + g(n— 3) 36 f(n— Dg(n— 2) + g(n — 1) 


FD. 


= Пра + Sew] 
它 与 (2) REHN. ^ 
方法 6 ”由 于 fOD #0. (1) 式 给 出 的 递 推 式 两 边 同时 除 以 A(1)7(2)… Cn) 得 


УА) FOD 


$. 


ят) 
о =з у)" 


$. b = ai +b, = 


= >>», 
TOJE >2 


TaD 


Со 
b. + тууту” 


b. 


Ай b= она ++ озы = У тру 


ЖД, n > 2 ВЕ ра, = газе (и Db, = iol ee Fa]. 

实际 上 ,至 此 已 证 得 了 (2) 式 . 

CCEE TETZEA TETE 
公式 是 


S 给 出 的 数列 fav) 的 通 项 
ıı = ра. + ко 


ја пъ. 
” [5 +a]. n>2. 

REER ROD ФФ fO) = p TIR. 

МО (а, | xa, > дан = кота (其 中 gC) 二 OnEN'). 通 过 取 对 数 化 为 


ща. = Гл а. + Тик (n). 数列 {lga.) 为 一 阶 变 系 数 线性 递 推 数列 ,应 用 (2) 式 可 得 到 其 
通 项 公式 为 


а, = поћи 
2 二 阶 变 系数 线性 递 推 数 列 
满足 公式 аша: = ређа. +q(ma, (3) 
fla.) ,我 们 把 它 称 为 二 阶 变 系数 线性 递 推 数 列 . 求 由 (3) 式 给 出 的 递 推 数列 的 通 项 
公式 ,一 般 采 用 拆 项 的 思想 方法 ,将 рол) „ао ЯН рб) = Ла 1) к) Жар = 
一 /Ka)gCa) ,然后 利用 下 面 的 结论 来 求 ( 先 转化 为 一 阶 线性 递 推 数列 )- 
定理 ЕЯа,а., 
ans = [fin + D + код Jasi — Опа Ода, w 
HUER n EN’, fD 30. 01 (а.) 的 通 项 公式 为 : 


1. 


6) 


„ Ф 


其 中 ,g(0) = а — Са. 
证 明 将 递 推 式 (4) 变 形 ,得 
аш Хи Dans: 
ВМ (6) 48 n>2 t: 
— гета, = g(n— D[a, — fin — Darı] 


жа. — Года.]. 


(n= Dg(n 2) [а — fin —2)a—, ] 


= g(n— Dg(n = 2)-*g(1) [ar — јада 1 
= Пе, 
所 以 ам Лова. = [| ко). 


又 因为 fm) 天 0 ЖЕ СЛ ШЇЇ ВК СОЛО fC) 14 


Ж «= 


am 
FDD FAD Sa D 7% 


у (r > 2) 1h (8) 得 到 


-пев-о 
1 Л‘ 


从 页 = (b, — beai) + ве — boa) Фе Ы) + 


-пей-о | с ЕС 
Пе +Д tt 


- PT > 
- 5П У 2 +а. 
PEVA n>2 时 ,av = ја) С) (и, 
#-1› 
- под кана 


Же ERI a а; 701) #0 1.2.) НА 
ама =2f (n+ ал —f(n+ Гада, 
确定 的 数列 {fa.} ,其 通 项 公式 为 : 


$. 


п=1, 


ло! е-т у], n>2. 


TUE CORE (4) 54 g(n) = (nF D(n= 1.2 ез IRIN. 

对 于 数列 (1) 和 (4), 重 要 的 是 理解 和 人 掌握 求 通 项 的 思想 方法 ,而 不 是 硬 记 住 其 通 项 
АЖО). 

其 他 变 系数 的 递 推 数列 ,求解 的 通 法 是 先 通过 换 元 将 关系 式 转化 为 一 阶 线性 递 推 
数列 . 


Q umeog 


Я! Ea, = Глади = (n+ 20а. т.а. 
„+2 


м 将 原 式 转化 为 ar = а. +1. а) 


由 于 (1) 式 不 是 易于 递 推 的 形式 , 故 尚 需 转化 , 为 此 , 可 在 (1) 式 两 边 同 时 除 以 
(nm 十 2)(n 十 1) ,得 


с» 


E ы-і ЗЕ. EES 
ГЕРЛСБЗУИЕГЕНТГАКСЕРІСЕЗУН 
显然 ,(2) АЖА. = А, + fO) 的 形式 .于 是 , 反 向 递 推 , 得 


аш - + 1 
ОФ) m+n (т+2(т+1› 


АШ am = (аи +1) + "#1 ае ,所 以 
"+? 


说 明 本 题 采 用 的 是 反 向 递 推 法 . 所 谓 反 向 递 推 法 ,就 是 从 а, Ва. „Ма № 
дос ИНА a, В а, 的 这 样 一 种 递 推 方法 , 它 与 常规 思路 是 相反 的 . 

应 用 反 向 递 推 法 要 设法 将 原 式 化 为 A.-: 一 A-. 十 f(n)? 或 = бп) А, 的 形式 以 便 
递 推 ,其 实质 是 降 阶 消 项 . 

#2 已 知 m = 2,a, = па.) ЖАН а.) 的 通 项 公式 - 

解 нв а, > 0. а. = n(a.)" 两 边 取 对 数 得 


„Ф 


lga., = niga, + Ign, 


S b, = 1ва, 8 бе = nb, + Щи. 


lga, = 182, n=l, 


Ўш о], n>2. 


类 似 式 (2) FORE b= | 
Cn 一 DIE 


г. n=l, 


D a, = 10” = < шш 
s а ђин 


я>2. 
例 3 (2006 年 安徽 省 高 考 理科 卷 第 21 题 第 1 问 ) 数 列 {a.} 的 前 ”项 和 为 S., 已 知 
-. 写 出 S. 8 S. НО) ,并 求 S. X: 


ба.—п(я—1),т=1,2, 


asg 
п ак. 
解 因为 S. 一 下 ao 一 n(n 一 D， 
所 以 S. та аа — + Dn. 


ДАНИЯ а = (iF ПУ ааа. =~ 2n, 
=— ++ 
ш anam tts а) 


аншоа в.) ве БЕЛИ но mo = 


на Зара -г вал 一 Cn 十 2)(n 十 1)， 
ЖА. = (nF 2C D RAD 式 的 两 边 得 

(n+ (n+ Dan = (n+ Dna, + 2( + D. 
фа = (n+ Опа, WA бо = b, +240. = 1. 


用 累加 法 可 求 得 入 = 1 + 5а +1ј= (n+Dn-—1. 


сета ағасы „щш. 
АЙЯ = 1— туу ВАКА S. = та, — та 0) 5, = r, 


例 4 плана.) ЛИЙ а = a, 


= 1, 2a: = ан + Та. Н и а, 


# Ф. 一 全 , 则 已 知 遵 推 式 化 为 20 十 2)8s = т, +. 


$. 


所 以 


үз Вия. 


这 是 知识 扫描 部 分 中 式 (4) моо = Таби == <> 


由 于 此 时 gO = b; — Јао = % — Јаја, = 0, 所 以 由 知识 扫描 部 分 中 式 (5) 可 得 ， 


WA 有 些 递 推 关系 式 不 容易 直接 改写 成 知识 扫描 部 分 中 式 (4) 的 数列 ,这 时 可 通 
过 适当 的 数列 变换 来 达到 目的 . 

#5 Ва = 2,4: =1, BIWR(n+2)(n+ Пала = (n+ Ом. — (n= Пан 

а ја: 


Шаа. рае, 
а а ат 


м 。 递 推 式 两 边 回 时 除 以 (十 2)(n 十 1), 得 


п 一 
пао отрар” 


这 是 知识 扫描 部 分 中 式 (4) 当 Лон) = мо = ZÎ НОННА н ЕН 
1 


460) = a — a, f(1) = 1—- X 2 = 0 所 以 由 知识 扫描 部 分 中 的 式 (5) 可 得 : 


С Ран 50150 


= 2+3 4. +101 = 1000410) L 


$16 (200244 5 Җ Ff 4 EBRD) RBA a) WE ar, = а!—та„+1,п= 1, 
2,3,2, 
а) Ща, = 281 Ж а-а, sa РНН а, 9 EMAAR: 
(2) Ща, 三 3 时 ,证 明 对 所 有 的 ”三 1, 有 
Са, >н+2; 


„Ф 


1 
Шарты Бре 


解 ”由 于 第 (1) 问 比 较 简单 ,所 以 这 里 仅 分 析 第 (2) мина. 
#1) 8 用 数学 归纳 法 证 明 : 
Ф n= 1 时 ,ai >3- 1 十 2, 不 等 式 成 立 . 
НЕ n 一 时 不 等 式 成 立 , 即 o = ++ 24. 

am = аба, —Ю+1>(@+2(&+2-Ю—1>#+3 
MD n= АЪТ фа > HID +2. 
根据 四 RIQ > 1 На. > n + 2 Ñ. 
此 间 О 的 变形 方法 ,列举 如 下 : 
方法 1 am mata — ka, +1 > (+2) * a, — Ва, +1 

=2+122G+2+1= 2 十 5 六 (4 十 1) 十 2. 

方法 2 am =а,(а-Ю+1>а'(#+2— R) +1 > да, +1. 


方法 3 am = (а — 


由 于 ко (r=) (+=) мат, +2 > Ела 
a >(#+2-Ф) E1 = 245 ++. 


Muid ham = а, ба, —n) +1. ВСТО МЕН 
а, = arı (anı ЕЖ +1 а (F— 1+ 2— k41) +1 = даља 1 
所 以 па = 2 (а +1) 


Fü s 


Та ~ ا‎ 


z у чег. 
Хага t rra 22 и таа вт rh- 


现 探求 此 问 的 其 他 解决 方法 - 
ЋЕ ШО) 的 证 明 可 知 ct > 2а, 十 1, 即 ar +1 > а, +), 


АЙ anı +122 (a, +1) 6 207 > (3+1) .2 = 2, 


所 以 Хтш< и 


ЗЕ: 先 用 数学 归纳 法 证 明 :对 于 任意 aE У 均 有 
Ф H n=l 时 ,不 等 式 (1) 显 然 成 立 . 


© 假设 当 a 一 时, 不等式 (1 成立, 即 SSDs. 
ЖА ИРЕНА 时 ,由 于 1++а,;22°!,Щ 


24.4 


ртт 


54-8, 1 


1 _1 
тва SZ ве град < 


ӘЖ: 
7+ 


即 此 时 不 等 式 (1) 成 立 - 

由 四 和 四 可 知 ,对 于 任意 n€ N’ 均 有 不 等 式 (1) 成 立 . 故 所 证 不 等 式 成 立 . 

/评析 a. = pO) + SM sa, + ро ко 9 € MR ЖАК. 
式 相 结合 的 典范 ,难度 软 大 . 求解 此 类 问题 的 思维 模式 是 ;观察 一 归纳 一 狂想 一 证 明 , k 
解 的 主要 方法 是 :分 析 法 、 比 较 法 、 消 去 法 ,综合 法 、 放 缩 法 、 数 学 归纳 法 .， 

本 题 考查 了 乾 推 关系 为 二 次 关系 的 数列 与 不 等 式 的 综合 运用 ,显示 了 入 卑 (归纳 、 畏 
杷 ?容易 ,出 手 ( 不 等 式 证 明 ) 难 的 命题 特点 . 解决 此 类 问题 关键 在 变形 过 程 . 


例 7 (2006 жа жаи & 22 题 ) СЖ (а) йй = Ê, B 


ЕСЕН 
а Ен 


《1) RAA a) 的 通 项 公式 ， 

(2) 证 明 : 对 一 切 正 实 数 n RFR aara, < 2 + nB R r. 

ЖО» 问 用 两 种 方法 来 解 ,具体 如 下 : 

分 析 ! ”由 于 所 给 递 推 关系 结构 的 “复杂 性 ", 我 们 不 妨 先 运用 "归纳 猜想 法 ”. 


C> 2. € NDT a, = $ = 1259. МЫ, #8 


те > тем), 


1015 5х8 
242 sI 


然后 用 数学 归纳 法 证 明 其 正确 性 , 略 . 
ЯМ ” 递 推 关 系 比较 复杂 的 时 候 易 联 想到 运用 “归纳 猜想 法 ", 但 从 上 也 不 难看 出 ， 


“猜想 "是 不 容易 的 ! 
51 Ф 


зи: 从 古 给 的 送 推 关系 :6- 一 元 92, 首先 能 发 现 这 样 的 特殊 性 , 即 把 右边 
С 的 除 到 左边 后 ,左右 两 边 项 与 对 应 的 项 数 在 分 子 和 分 母 所 处 的 * 地 位 "是 等 同 的 ,但 还 
不 是 数列 | 人 | 的 前 推 关系 的 结构 - 从 右边 分 母 的 结构 可 以 想到 把 等 式 两 边 化 成 原来 的 便 


数 ， анкет” GELET 这 种 递 推 关系 是 属于 比较 容易 求 通 项 公式 的 结构 ， 
这 样 就 可 以 运用 “构造 新 数列 "方法 求 这 个 数列 的 通 项 公式 . 


Зла. 3⁄ 
мл. НА орат (nZ2,n€ N° езе, ы. 
Е (прасе). 
тин ا‎ 
хижа = ита 1 (2—1) (T) авза а =i, 


第 (2) 问 解法 如 下 : 
分 析 由 第 (1) 间 可 得 a, = "ЖЖ аа: 


要 证 明 ага: 


ат, ИЕ 
а 


则 只 要 证 mwEN"* 时 ,有 


0-0-0-4) 四 
车 直接 用 数学 归纳 法 证 明 , 从 A 到 (k* 十 1) 时 ,右边 常量 不 变 , 但 左边 在 变 ,这 样 就 无 
法 用 归纳 假设 - Сита AIA 


вых. 1-2>1 , 故 可 把 不 等 式 (1) 强 化 为 


1 
3 


(2) 


1 
a-pa 


再 用 数学 归纳 法 加 以 证 明 . 
EM O 当 = 一 1 时, 不等式 (2) 成 立 . 


ж. 


© вам „лир жежа-тра- 2 
那么 , 当 m 一 二 1 时 , 


二 
"3029 Рани. 


1 
зет? 


1521 


所 以 a> +>}. 


原 不 等 式 得 证 . 

说 明 本 例 中 多 次 用 到 构造 数列 的 方法 . 当 有 些 命题 直接 解决 遇 到 困难 时 ,通过 分 
析 构 造 一 个 与 原 命题 相关 的 新 命题 ,通过 对 新 命 是 的 研究 达到 解决 原 命题 的 目的 ,这 种 
转化 方法 称 为 构造 法 . 

构造 法 是 数学 中 最 富有 活力 的 数学 转化 方法 之 
构造 方程 \ 构 造 图 形 或 构造 复数 .构造 数列 .构造 三 
构造 . 

从 第 (2) 问 可 见 , 若 < 是 与 ”无关 的 常量 ,如 用 数学 归纳 法 证 明 Сп) Ссс Сн) о) 
一 类 的 不 等 式 时 ,可 根据 不 等 式 的 传递 性 ,把 常量 c 用 含有 ”并 比 e 小 的 (或 大 的 ) 代 数 式 
子 gCoDClimg(ne) 一 c) 代 换 , 把 要 证 明 的 不 等 式 转化 为 加强 不 等 式 ", 即 У ст) < (n) (或 
>. 

8 (2006 年 全 国 高 中 教学 联合 竞赛 试题 ) 给 定 束 数 n22.1t MC y) ДЕА 
у =пх—13И# у= z 的 一 个 交点 . 试 证 明 对 于 任意 正 整数 mm, 必 存 在 整数 上 之 2, 使 
СТОЛИ у 一 kz 一 1 与 直线 ?一 工 的 一 个 交点 . 


,通常 表现 形式 是 构造 西数 、 
式 等 带 有 鲜明 个 性 特征 的 


ШЙ BY yî n1 8 yr RR 2, =, = Î, нии 


BOT ,28 ) 为 抛物 线 ?一 Ar 一 1 与 直线 y= MNRE =a +. 


„Ф 


k= M 


Lkn =nk.— k.  (m2:2) а» 
—2=я*—2 也 是 整数 ,所 以 根据 数学 归 
зай ы л колак 现在 ,对 于 任意 正 整 数 


то МЕ у = а — 1 ута жа жаты). 

例 9 (2007 年 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 (吉林 省 预赛 ) 议 题 ) 设 {a.) 为 一 个 整数 数列 ， 
并 且 满 足 ; 对 任意 的 n€ N’ BJF (n— Das = (nF 1a, = 2(n—1), H 2008 азот , 求 最 小 
的 正 整数 (n>2) ,使 得 20081o.- 

м 取 % 一 1 时 ,有 a =0, REEN 


-г. а) 


nmi 


HA nb 一 (nm 十 1)6. 一 2, 于 是 , 当 n>2 时 , 均 有 


4 一 2 一 0 一 2). (2) 


由 (2) 趟 易 知 ,一 2 = З-2- %—ја 


92 
= a= (n= [0+2], о 


веже a, € Z па ez. kia ит? kE Zy 


由 (3) 式 推导 出 a, = п— D-n]. 
ШІ 20081аног->2006(20074--2005) :#0( mod 2008) 


一 A=3(mod 1004) 
ao 一 (na 一 D)[(1004m 十 2)m 十 2]CmEZD. 


 20081а.#320081 (n—1)[(1004m+2)n+2J=>1004| (n—1) (n+ 1), WJ 2/я. 

9 п=21+1,1Є 2,=>251110+1),50.1+1)=1. 251 是 一 тих, ІҢ 1--122251, 
lain =250=n_.=501. 

例 10 (1998 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 试题 ) 设 m 是 一 个 正 整 数 - 数列 {fa.} 定 义 为 : 
ао =0,а, таа == та —а. у пе]. ЕВ; — БЕРЗЕ МИ Са Тасо 


%. 


IAT то 的 解 的 充分 必要 条 件 是 (a, 护 具 有 (ava.;i) 的 形式 ,其 中 n>0. 


шш ШЛЕ a,b = о<а<5,Җ арт, 


事实 上 ,如 果 оса ст ЈЕ ЕВЕ -Р b 的 一 元 二 次 方程 的 形式 是 : 
b — (malb (at — т) = 0 
设 这 个 方程 的 另 一 个 根 为 乌 ,由 韦 达 定理 ,得 
[bi +6 = та Ф 


ъв ° 
由 四 可 知 ,和 BER AOTM, h <O, FE b 为 负 整数 ,与 mr = КИ со FB. 
所 以 ат. 
而 由 上 面 过 程 来 看 ,只 要 m<a << 总 可 以 用 另 一 个 正 整 数 妨 取代, 并且 
ђђ = а? — т" са са, 
НИ. < а. 


这 样 , 由 对 称 性 将 一 组 解 (a,6b) СЬ, а) ЖЕТ ЈЕЛЕ 6, = та — b, 
这 一 过 程 不 可 能 无 限 地 进行 下 去 ,而 由 上 述 论 证 可 知 , 最 后 总 能 化 到 (0 ,mm) 这 
组 * 基 本 解 " 以 上 每 步 都 是 可 以 道 推 的 . 最 后 便 知 (a,b) 必 定 是 数列 {a,) 的 连续 


1. (2005 年 江西 省 竞赛 试题 ) 已 p ft PJ Ir.) ВЕ Ола = z. За, Нл: = 2, B| 


тюв = 
2. (2007 年 福州 市 高 中 数学 竞赛 题 ) 数列 {a} Фоа 一 6, 且 a, — да = Be фина 
MEN л>2) Мжкиная Ха. 


ез 5+2 
з. бит на, = ў 


тз +7(5п+2)(л 2.35) ЯНВ Я z, 


п—3 ет 


4. 已 知 数列 ta。} ЖЕФ Dan = аа, — Па; 一 6. 则 数列 {av} 的 通 


项 公式 为 
55 фр 


5. 设 数列 fav》 RR a 一 Те 一 于, 且 对 任意 正 整数 中 都 有 an: = 20+ Dans 
— FDC + Da, + EEL 则 数列 {a-) 的 通 项 公式 为 


6. (2002 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 试题 ) 已 知 ai = Та; = Зан = (n + Зала 
— (n+ Dans BH m n a HABERI 整除 , 则 的 最 小 值 为 
1. # am 0.112, = 0 жита) HARAR. 


& ЖЯ, WR n = Tena та + НЕЯ гыл < 1004. 


9. (2007 +£ K£ ФИНО EKAR) RA) KF la) 满足 a = + 


m, = - 一 上 + 上 
am = GF Doa, FI № та ан + ан РА 


жў 

10. Бои a= 1.4, =2, LN E а, 
出 其 通 项 公式， 

П. 4992 年 中 国 台 北 才学 奥林匹克 议题) ik r EER, 定义 数列 {ov) ВТ, 


ла, + 2(n + D” 
п+2 


12. Ева = lra: = 2,4: = аа + та Ж ВЕ Pl а.) HARAR. 
13. t pq 为 非 零 常 数 , 则 由 遵 推 式 


а = С "pz, + ет. a) 
Тал ва), скан ная. 
Жуне = рант ПРУ О = С 1F ЩО) 式 的 通 项 公式 : 当 


++ аи ђин, 
а 


2+ а +та 5 


а = lasa 一 


MEN). Ria, Е №. 


An B. Яз, = ар n) салор Вата ен. 


ж, = 8n) он ла — (m — 2ш]. 
14. 已 知 aslan рат Я НЯ A x. 


15. 已 知 正 项 数列 fav} 满 足 w 一 1, 且 


$. 


CD У (а) ЕРУ 


D ат ДЕ аа; 
све =D E>, a 


16. ЛЕХ а, TAF HEKAN a ,az ，… an 


求 出 所 有 的 使 数列 单调 增加 的 a), 


нта n=l, 2, 


›. и 


3 非 线性 递 推 数 列 


1 非 线性 递 推 数列 的 主要 类 型 

《1) 乘积 等 指 型 :通过 取 对 数 将 其 转化 为 和 ( 差 ) 形 式 的 递 推 关系 . 

(2) 含 根 导 型 ,基本 方法 是 去 根 号 . 通过 开 方 或 换 元 等 . 

《3) 分 段 递 推 型 , 递 推 关系 是 分 段 给 出 的 .求解 时 要 综合 考虑 各 段 递 推 关 系 . 

CAD 数 表 型 ,解决 这 类 问题 的 关键 是 要 抓 住 问题 中 所 给 出 的 各 行 与 各 列 所 构成 数列 
的 特征 ,再 根据 所 给 出 的 特殊 项 推出 各 行 ,各 列 的 前 几 项 ,进而 求 出 通 项 ,从 而 顺利 地 解 
决 相关 问题 . 


(S) 分 式 型 一般 可 用 待定 系数 法 或 特征 根 法 求 通 项 . 下 面 是 分 式 型 递 推 数列 的 一 些 
结论 


MARRA ПАДЕ FAIRE: EM a, 的 值 县 对 于 пем" а. = EH Ot 


рефтћ ВР, А ph 天 gr， п0,а Ê), 那么 ,可 作 特 征 方程 r= PEE, pE 


та ВИ" 
方程 并 求 出 特征 根 , 
D 当 特征 方程 有 2 НИМ, а, =, Ша. =А, тем a, Z A, W| 
|z | 是 等 基数 列 g. =2. от нем B a= +a, 
пем" .特别 地 , 当 存在 mnE NE b, =0 BH ERBA la, REE. 


© 当 特 征 方程 有 2 MASM A ,is 时 , [= ария. 


у Gt a лем На, 


ле 


ата (фи 
Ф ник жаланиал ашалы 


%. 


EM OPER а. 


да. бр— ад аак 
та ЕА 


=d+ p—àr)+q—àh 
"Са. РАУҒА 


Ао (НАЕТ p) —q], аз, 


rd. TRF 


由 于 》 是 特征 方程 的 根 ,可 得 》 = AEE, 


ш A +G p) —q = 0. с) 
将 式 (2) 代 人 式 (1) ,得 


ал = ЕМ, а» 


将 一 之 代 人 特征 方程 ,整理 得 办 一 gr, 这 与 已 知 条 件 ph qr 矛盾 , 故 特征 方程 的 
на? та 


р-у 0. а) 


M d, =0, W ai =d, а-а ИХ 4, =0,n EN’ , 故 
ата. +а та тем, 
44,70, № а, А В, ARROI а, #0,» € N. HERE , СЕТЕ 
变化 : 


(5) 


(6) 


将 式 (6) 代 人 式 (5) ,得 


1 
dan d, рї” 


== - = r Иа 
9 = n EN С ARI, EDIE эзин, 


ағ 


(其 中 心 


А090 * 5 


Mn € Nb, # Obra, = d, HA = L +h 


P 十 无 意义 
< 


If m € М, b, = 0 N.a, = d. +A 


REME, ДУМА а.) 是 不 存在 的 . 
© 因为 特征 方程 有 2 НЯ д. ,所 以 其 中 必 有 一 个 特征 根 不 等 于 а. 不 妨 令 


Ата РАНЕНИ с. 一 
再 整理 得 


дара qh ра 


СО а ТА аА 


由 第 O 部 分 的 证 明 过 程 可 知 ,z — Рока вев A, > Ёз, Рон 
一 hr 关 0,p 一 Nar 关 0, 所 以 由 式 (7) 可 得 


‹в› 


因为 特征 方程 = ВСЕ fî 2 个 相 异 根 ,hi ,可 得 方程 xx: 十 zh 一 力 一 4 一 0 有 
АНЯ А OEE 一 二 全 与 方程 rz 一 z(h 一 一 9 一 0 又 是 同 解 方程, 所 以 


(9) 


Затова ба 时 ,数列 fc.} 是 等 比 数列 , 公 比 为 & 一 ar, 此 时 对 于 nEN' ,都 有 


Гита 
% 60 


ао 


нА зл, ПЯ 


O 当 特 征 方程 没有 实数 根 时 , 则 该 数列 是 周期 数列 ,要 根据 pgr h 的 具体 取 值 求 
出 一 个 周期 数列 的 项 ,才能 求 出 通 项 公式 . 

2. 求 非 线性 递 推 数列 通 项 的 基本 方法 

将 非 线性 递 推 数 列 转化 为 线性 递 推 数 列 , 然 后 再 求 通 项 公式 . 


(түлә 


例 1 (2004 年 西部 数学 奥林匹克 竞赛 试题 ) 设 数列 {a.) 满足 = a = 1 R 
а, п = 1.2 ака. 


Sama, = 1, ана.) 是 一 个 首 项 为 1 公差 为 1 的 等 差 


2003 2003 , 2001 


故 амо = 26024к= * 2002 ° 2000449: 


3.5 2003 200311 


ян 解决 数学 问题 时 应 整体 把 担 , 如 这 里 把 Ja И ЛЖИ, ВН а.а.) 
яки, ижин н хы. 


12 (2007 年 全 国 高 中 教学 联赛 (湖北 省 预赛 ) 试题 ) 数列 fav} JE a 


Ж аа | glanta) MAFIE Защита. 00а а). 


X 30а, —а,-1) = 26а. а. 1), ARER 


Blasi an1) lant — 2a, 4а, 0-2,1 таа). 


_2 Z = 
由 四 一 本 ,an 3 (а. На.) ЖЕ а, =2. 


又 由 递 推 关系 式 易 知 数列 {fa.} 是 单调 递增 数列 , 则 a... 


Зара 2а, +а,-1) 20а, =a.) (a 


PI Жа. а ЕШ та = Hh AEM FERN. 


-.-4+2(а-0-2. 
因此 oo 一 D= 呈 om+D， 
于 是 изн Тир. 


№ аи 1343352. 


#13 (2003 年 西部 教学 奥林匹克 试题 改编 ) 数 列 {a,} 满 足 ui =0, a = ka, + 


М ”由 已 知 条 件 可 得 ai 一 2ka.a。 а: —1=0, 
所 以 — ka, 
将 以 上 两 式 相 减 可 得 2ka.rı ania вала =0, 
即 (а-а-а (а. На. — 24а... )=0. 
我 们 可 证 数列 fa.} 是 严格 递增 的 , 故 


ao+z 一 Zhao 一 0 
易 知 а.-0.а,-1. 
ООЖ ИНЕ 22-245-1,8 z=k+ УЕ-Т. 
-да+ SJEZD + B(R— ИЕТ)" «ем» 
ra, =1 таа 


| =Ak+A УВ-Т+ВЕ-В У —Т=1, 
в=А+В=0, 


ав аа -1-0, 


ИСПА #1‹я=0,1,2, се 22) „ЗЕ k RSE ПЕ ҖЕ. REA а НОЩА st, 


а) 


解 得 А=—1 


2 /P—1 
1 № 
М ad ту. a- НЕЕ. 
Мы Дет Е у. 


评析， 对 于 非 线性 化 的 递 推 式 , 一 般 先 将 其 线性 化 ,然后 再 寻求 其 他 解法 ; 本 题 将 
BARRA ala — ва Ба 一 上 后 ,通过 取 m 和 nm 十 1 得 到 两 式 ,再 相 减 进一步 化 简 ， 
最 后 得 到 二 阶 线性 递 推 关 系 - 

例 4 Ва. a58 Va а. =2 удала ЖАНА ay. 

М <л-1...-2 laai a,=2 (za. 

又 2—8 Var ,所 以 a =0 R a =8, 

Ф Ма, =0 时 ,由 题 设 易 得 a. =0. 

© M a =8 itan =2 /2а,а,, а, 

两 边 取 以 2 为 底 的 对 数 , 得 logran 


Ë b, = loga, МЖ 


=8 Va. (n>0). 


log:a, +3. 


bm = Li +3, а)» 


Войо №. 9 


1 
Бы = Б +3. (2) 


(DCD, ва 1.6 Î bı = 3, bı = 4. 5, и 2 ИЯ 


ш-н ЗВ. 


所 以 


综 上 加 .@ 知 ,a 
WA 本 题 获 解 的 关键 是 取 对 数 后 用 蔡 换 相 减 法 消去 常数 3, 得 到 等 比 数列 


„ 


25 т. 


(ав. 
例 5 ЕДТА ЕВО ала 

《az) 的 通 项 公式 . 
解法 1 由 zi 一 


22, 
zz, 


TREA 


2х. 
2z. 


PTD ,可知 数 列 {a. 一 2} 是 首 项 为 a —2= 1, 公 比 为 于 的 等 比 数 


+1. а а 3а а, 


变形 可 得 or 一 


Яйца 2-2) (2) ma = (2) ”十 2. 由 此 可 得 并 


= 21. 
解法 2 Етен 


ела 


=н] 


ору 


去 [到 ”œ +1] ++ 


1 жер 141. 
БД сову 


又 因为 


яй р-р хз+ 


к 


例 6 CARA (a. NRE a 


$. 


Ж ” 原 递 推 关系 可 化 为 aa al +2. 
Еда Ки алаа 


ARH aria. аа. ста: 


令 „==: =D, b, 
желе =4, a, Ча, а. (023). 


ARMENE z =4т—1# БИЛГИЗ х,=2+/3 1. =2—/3. 


可 设 а. = А(2+/3)* ВО" Е М). 
(2--У3)--В(2-/3)-1. 
Mamam ре 0 ча 
A(2+V3): 十 B(2 一 V3)3 一 1， 
解 得 وړ‎ 54358. 
23 
所 以 а оваа + (5+3 D(2] пе). 


Лем “本题 看 上 去 很 难 下 手 ,但 通过 几 次 代 换 后 ,得 到 二 阶 线性 递 推 数列 avfz 一 oas аа 


的 形式 . 做 题 时 要 多 注意 观察 将 那些 自己 不 大 娄 悉 的 式 子 转化 为 熟悉 的 式 子 来 求解 、 


本 题 结论 的 一 般 情形 为 ; 设 数列 {z。} 满 足 


эташ =b А Ф 


с) 


в» 


证 明 “用 数学 归纳 法 . 
Dr = 1 时 ,由 (1) 式 和 (2) 式 可 得 
вс t +e 


mato‏ کے 


这 表明 п = 1 时 等 式 (3) ЯУ. 
O нй п = кє N MERO RERA i = EÊ Fr ay 


„Ф 


С] даа = HE Fer, w 


又 在 (2) ФФ n = ky + 1, а ИЗ 
© 


(6) 


НО) 式 得 c = тыл, — zin AO 式 可 得 


а: За Съ Вада 


ала 


т, жы 


再 将 () ЖАК па = ИЕ а ти. 


这 表明 ”一人 十 1 时 等 式 (3) 也 成 立 . 
因此 ,对 一 切 ”E М, ҚО) 都 成 立 . 引 理 得 证 . 


т (2005 AREA Ая ЮЖ, ИЯ а-а. =1+ АПА a 


取 不 同 的 值 时 ,得 到 不 同 的 数列 .如 当 a 一 1 时 ,得 到 无 穷 数列 ,1,2， ,得 到 
有 穷 数列 ;一 二 ,一 1.0 

а) жа 为 何 值 时 ,a, =0, 

(2) 设 数列 似 } 满 足 加 一 一 Lv “е DRHE а 取 数 列 似 } 中 的 任 一 个 数 ,都 可 以 


得 到 一 个 有 穷 数列 fa) 
9) жастары >0 R a 的 取 值 范围 . 


ati 2+1 1 _3а+2 


# фан a+} =a =+ HS a=— ala =0, 


(D 因为 各 一 一 1 加: 一 


а Дена 


%. 


所 以 “то. 
Жа 取 似 } 中 任 一 个 数 ,都 可 得 到 有 穷 数 列 {o.). 


ЕТЕ И <a. 一 2, 当 是 仅 当 其 前 一 项 


a ME 1<a 1<2. 
(3 eea ве св 2). йо,- ЕЗ EE <2 ао, 
яй “本 是 结论 可 作 如 下 的 推广 


а-а 
а здания ОВ остон я а - ЕСС LTE 
ас 
а. 


时 ,都 可 以 得 到 一 个 无 穷 常数 数列 1 XEO со н, жа 无 论 取 何 值 ,都 不 能 得 到 一 个 
Бај О Чт) Яя kikiy kšu qaku жао 十 4 二 0 
нарда СМО УЕ видя љети. 

证 明 аа ЕЕ нн килин 


ое, FÊ =z EER ¥ —cr— =0, Мане, 
т = 
ка N а = EEEE, СУТТЕ gi uy ы СЕМЕ а a= 


< Н „раја авина зон, чае а, 
‚ото, c+d#0, ВАНЯ a 取 数 列 


k 
d 
中 的 每 一 个 数 ,都 可 得 一 有 穷 数列 ; 若 < 十 d 一 0, 那 么 无 论 首 项 取 何 值 ， 


„ 


都 不 能 得 到 一 个 有 穷 数列 - 


所 以 


ысы 
а иа?“ 

Ма = —4, ВТ а ЖЖ.) Фо ар — Э, ВУ. 若 c 十 d 一 0, 反 
设 能 得 到 项 数 为 n+ HANBA MER a, =c+ а, та. 
tk +450 5 с+4=0 FR. ФЕ. 

98 BA r =] ада = /2х}+6х+3(п2>1,лЄМ'),Ж r.. 

МОСЮВЕКЯНИЕН zi =2 56 +3. 

Фул. y =1,у, = ду + бу, +3 = а) КВ fer) =2r + 6х +3, 解 方程 


Лайта 22 Фа зо в / ОЮ ТЖЕ ат – Ê, p= —1. 


k 
аға 


y —(—3)у=2у1 эы 3] 
所 以 (=2 6y, + =2. . 


则 


=> [+477] 


аза 


又 由 数学 归纳 法 易 证 得 > ВИД z. = 


$. 


1 g1 А 
[265 ЗЕМ"). 


/评析 ”一般 地 可 以 证 明 ,如 果 o 一 一 此 恰好 是 F(z) 一 ar 十 br 十 c(a 产 0) 的 一 个 不 


БЕН ПАН УРИНУ ЗЕН ARR т. асасы a, 

йэ 已 知 数列 {a.} 是 由 非 负 整 数组 成 的 数列 ,满足 aa = 0,a = Зала, = 
(а, 1:52) Х (а,_.+2),п=3,4,5 Ra. 

Яғ ALAE BEA ZE ih BP кыш. 一 般 来 说 ,如 果 递 推 公式 是 相 邻 四 项 的 关 
系 , 则 必须 已 知 三 个 初始 项 才能 依次 确定 数列 的 各 项 ,此 题 中 只 已 知 了 两 个 初始 项 ,这 个 
数列 能 确定 吗 ? 


将 mr3 代 入 得 
aa 一 10. а) 
题 给 递 推 式 , 即 
и азн. 15 
作 标 号 变换 ,用 "十 1 Кл, 
Stt. ‹з› 
ага 
由 (2)，(3) 知 
а) 
ERPE пез, 
即 (5) 


НС), 05) а = 2.a, =508 N a, >0). 

据 此 ,可 知 数列 {a.} 是 确定 的 , 那 它 的 通 项 公式 能 求 出 来 吗 ? 下 面 给 出 几 种 解法 . 

МЕ: Жа,-3.,-2..-5 代 人 题 给 递 推 关系 式 ,得 其 前 6 项 为 

0, 3, 2.5.4.7 

通过 对 前 6 项 进行 探究 ,发 现 其 结果 具有 规律 性 ,得 出 如 下 猜想 ， 
п—1, 
nti, 
下 面 验证 此 狂想 . 代 人 递 推 公式 验证 如 下 : 


当 是 奇数 时 ,左边 一 aria. 一 (十 1 十 1)(n 一 1) 一 (十 2)Cn 一 1)， 
ЖД = (а, На. -; +2 m—1+1+2)(n—2—1+2)= (n+2)(n—1); 


当 ” 是 偶数 时 ,左边 一 aria- 一 Cn 十 1 一 1)(n 十 1) 一 zCn 十 1)， 
右边 一 (a.-: 十 2)(a- :十 2) 一 (m 一 1 一 1 十 2)(a 一 2 十 1 十 2) 一 am(n 十 1). 

n=l, n=2-1, 
пички |р поо, РЕМ MAE ала, = (ar +20, 2.8 


猜想 满足 题 设 条 件 . (归纳 法 证 明 略 ). 


解法 2 由 (可知 数 列 (全 二 2) 是 周期 数列 ,以 2 为 周期 ,所 以 
at+2z_a+2_2_1 
аз: а 2 Е 
m дол та, +2, (6) 
由 (6) 得 (asa Ћана) — (ава а.) 


所 以 数列 {avr 十 ao} 是 公差 为 ЖЕКО а. 十 av 一 az 十 ai 十 2(n 一 1) 一 2n 十 1 
两 边 同 乘 ( 一 D) ,得 (一 Da 一 (一 1D)"a = (2n DOD, 
于 是 (D'a, 一 [( 一 Dras 一 (一 Da 十 [( 一 De- 一 (一 D ia] 十 … 


十 [( 一 Dias 一 (一 Dai] 二 (一 Da 
一 (2n 一 D( 一 D" 十 (2n 一 3)( 一 D "十 … 十 3( 一 1D)? 十 0， 
所 以 а, 一 (2 一 1) 一 (2m 一 3) 十 … 十 (2n 一 2 一 1)( 一 1) 生 十 … 十 3( 一 1D)" :十 0 
=n+(— b". 
МЕЗ MOR a =0,a, =3, 
Пе Da ес, 
9110 (2006 年 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 加 试题 ) 已 知 无 穷 数 列 {a.} ШИ ao =z, 


> ааа р, 
а уза, атана ин, 


《1) 对 于 怎样 的 实数 z 8 у ,总 存在 正 整数 m fE n>n На 恒 为 常数 ? 
《2) жита. 
м 〈1) 我 们 有 


а› 


所 以 ,如 果 对 某 个 正 整数 =, 有 asi =a. ИН а1-1.На, 4а, 70. ШЖ n= 1, 8] 


Іуі-1Нтж-у. 


ба ба. 
а. "а, 


= + Das +0 qs 


由 (5) 递 推 , 必 有 (2) 式 或 
lzl=1 Ух. 
反之 ,如 果 条 件 (2) 或 (3) 满 足 , 则 当 n>2 时 , 必 有 a- 一 常数 , 且 常 数 是 1 或 一 1， 
《2) 由 (3) 式 和 (4) 式 得 


azl 1 
а FI а ЕТ 


n22.. 


ba =bn ibu- = (баб, ава 26,5 = 36, ЗЬ 3. 
由 此 递 推 , 我 们 得 到 


қ, 


ai 


2, 


уті 
这 里 Е-Е АЕ па, =, =1, 


[057-0687] 


由 式 (9) 解 得 Е. = 
ЕК п аА о F- =0,Е ,=1. 
这 样 ,(8) 式 对 所 有 的 п:>0 都 成 立 . 由 (8) 式 解 得 


- G+ Dre ва + (ж — Оба ута 
(FF Dre (y+ = — бс Р (у 1) 


ар Ж Fei Fo 由 (10) 式 确定 . 


n>0. 


D 


‹з› 


(4) 


с) 


(6) 


“› 


а» 


(9) 


(10) 


а» 


тə (2005 年 北京 市 元 考 理科 考试 题 ) 设 数列 fa,} Ий так Т.Н 


„Ф 


даь Е 
Вр = ami ређи 


(D Жаза 
《2) ника.) 是 否 为 等 比 数 列 ,并 证 明 你 的 结论 ; 
(3) Жи +b: + = +6.). 


тата, = Та 
W (Das =a + тања = а 


аисты 
(2) 因为 a = a + 4 2 + pM as 2“ 


у =а-1=а-1 -a-l mla- 
所 以 тата #0, и а = у а 


нека) By t ПН, 
证 明 如 下 : 因为 бла = asa — 


1 
+ 


1 3 
h(n E ND), 
1 


Ню а р # 0.510910.) ИЖ. 1 ДНТ 的 等 比 数列 , 


1 
(3) lim( + b е Hb) 一 -一 一 


说 明 ”分 段 型 数列 问题 由 于 对 不 同 范围 的 ” 值 有 不 同 的 通 项 公式 或 递 推 公式 ,解决 


这 类 问题 时 应 充分 注意 通 项 公式 或 递 推 公式 的 选取 . 
本 题 结论 可 推广 到 一 般 情形 : 
опита та 一 M. 


{з + пу n ЖЕН, 
а. = 
% 72 


па + по ЖАМ. 


а» 
(2) 


5, М, pipiri or: 为 常数 . 


Pn En M Ета танка. 


D Ë Pip: = 1, а, = + Ф 
Pian + рМ r) n HARM. 


M-EN Dpp T + RE n ЭНЕ, 

O # pp та = Pak ¿š ° 
ома рр + Pn ni, k 
2 TERA КРТ ET T хай. 


EM Ф Mn й, 


а. = prami +, в» 
Anl 为 偶数 , 故 由 递 推 式 (1) 得 

ада = раз + т. со 
将 (4) 式 代 人 (3) К, фа. = р (ра + пт) + те 


即 
# рр: 一 1 由 (5) 式 得 


Фара + рат + т. с) 


а, а = рт Hres 


соза, 万 等 关 数 列 且 公差 为 Pari +r Я", 


а sas sas 


所 以 а = a ОЕ Den +r) = Bn En „мт En 


Жәмжіһ% 


а AQ 为 待定 常数 ) 《6) 
将 (6) 式 代 人 (5) 式 ,得 
а,’ +A = ри р: (al: НА) + par + тъ, 
整理 得 
а.’ = phala + (фр: ПА + рат +. а» 
Фр = DAF рт +n = 0, 解 得 


+n 
Pipe’ 


此 时 (7) REN а.’ = pipial: Яй а a ,as ,av 成 等 比 数列 , 且 公 比 为 


эре D ,项 数 为 2 二 ,由 (6) ж.а) Ж 
73 ДР 


с» 


=M bnr 
1- pips 


(u REE) op. 


知 а” 


所 以 
由 (6),(8) 得 


(м Pn jo ++, 


四 当 " 为 偶数 时 ,由 (1) ка 


а. = pari фи. D 
因为 ”一 1 为 奇数 ,由 (2) 式 得 

a = рага т. ао» 
将 (10) 式 代 人 (9) 式 ,得 Pi (раа + т) + по 


ш марат + фут + я. ар 
Ë Pip: 一 1, 则 (11) КЛЕЯ а, а = pirs +r Ша, за, sas "a, МИКИ Н. 
АЖ pire а ЖЖ. НО) Ка, = ра tr = pM +r, ВД 


тама FOF От +) = ВАПА + p (M= rO. 


2 
# рр: #1, 

а. = a” HAO 为 待定 常数 ) ， a2) 
жаз 式 代 和 人 (11) 式 得 a. +A = pipi lali HA) + piri +, 
m а,’ = pi piala + (рр: — ПА + pri фи. аз 


Фор = DA + prs +r = о 


ао 


此 时 (12) 式 变 为 a。 
рр т. 


а, 成 等 比 数列 , 且 公 比 为 


由 (12) 式 ,(14) 式 得 az =a =p Mtr 


所 以 


(һм-һ-? 


С 


由 (12) 式 ,(14) 式 得 


a= (pmM+r ВЕРА) про pun, 
巾 此 已 证 明 加 四 式 成 立 - 
一 
例 12 RR азов amon antan] 3109—10) ,нЄєм. Дф 
-2. 3109-2). 


N 为 非 负 整数 集 , 求 其 通 项 公式 ,以 及 前 "+1 项 和 5,. 
Ят 下 面 利用 单位 根 和 常 系数 线性 递 推 关系 式 的 理论 和 方法 解决 此 问题 . 
МОН Золе) а = (ш МИНИН: 
13,31", 


ыы" | пећ. 
Поа "E Ба 


利用 (1) 式 ,可 将 题 给 递 推 式 改写 为 
Зба,-1— 2а.) 
= (Hur +a) HALI а Lat JHD жига име нЕ М, (2) 
再 化 简 为 


ама —2a,=1—(1+2e) (a` u) EN. (3) 
+ a, =b, + P+ Qu" + Ко" ,n€ N. с) 
其 中 P,Q,R 为 待定 系数 ,以 使 下 式 成 立 ， 
Darn — 26, = Osn € N. 65) 
把 (4) 式 代 人 (3) 式 , 易 解 得 
Р--1.0- zga, 


《hi)oa>>0) 为 等 比 数列 , 公 比 为 2, 首 项 为 锯 一 ae 一 P 一 Q 一 及 = ТР ВХ 


„= +? ге onEN. 代 人 (4) 式 得 


ч.5 “2 —14—63—5 Da — (3+5 4300" | "ЕМ, 


„Ф 


10 س‎ ше 
Fan n=3m, 


也 可 表示 为 a= l6 -2 一 13)，n 一 3m+InEN， 
1.2552. n=3m+2, 


(а, (AZO) ЖИВ 10 项 为 
0,1,6,10,21,46,90,181,366,730. 
HB 


Бива Вет ве -и-пна- бои" HHI Da 1 лен, 


也 可 表示 为 


#2 —21т—20), n=3m, 


(5-2%%-21ө-39. п=3т+1,яЄМ. 


‹5+2%*'—21т—31), n=3m+2, 


WE воша 


L Ва Я ад. =a + (тупе) И а =1, т Со 
16 3 1 8 
А. 15 B. 12 с. кР D. 3 


2. (第 12 届 " 希 望 杯 "高 二 竞赛 题 改 编 ) 图 2-8 中 从 左 向 右 的 6 个 点 ;1,2,3,4,5,6 
的 坐标 对 应 数列 {a леви 12 项 : 


«| Те [а |» | [ам [= [ax ; 下 

„ |» |>- | »| »„ |» | | > » | |» іш 

则 数列 {a,} 的 通 项 公式 为 (оуу в % 
+ 


А. 1000 

C. 2004 

4， 在 由 实数 对 组 成 的 序列 (1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(2,2),(3,1)，(1,4)，(2,3)， 
(3，2)，(4,1)， 可 排 成 如 下 数 表 : 


ал» 
а. 
а,» 
(1,4) 


则 第 100 个 数 对 是 
А. (9,5) В. (13,1) 


5. ЖЯ (а, } Ф „а, =la, 


1 
А. 25501 


Ë 1 
C. 2450 + 


6. (2006 年 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 (安徽 省 初赛 ) 试 题 ) 正 数列 满足 а =la 10, 


ага, 101 (пред) „ЈИ g(a) = 
А. 98 В. 99 


сл» 
(2.2) 
г.» 


В. 2000 
D. 2008 


в. 
а. G.D 


C. (14,1) 


+ Yar +l an= 


B. 2500 


D. 2401 


с. 100 


D. 101 


1. (第 13 A RRR KERE 14 题 ) 已 知 数列 {a,) Ф.а = тр B 


а. asa = 


8. (第 5 局 * 融 望 杯 "高 二 竞赛 题 ) Ка.) Ф.а =а(0<а<1).а„ =, 7 


(EN  ), 则 fao} 的 一 个 通 项 公式 是 a, 

9. (2007 АВ PFE А ЖАН (a, яаа 的 单调 递增 数列 , 且 满 
Жай tal +16-вса а.) +2а, ла. В а, 

10. (2006 ИИА ИАН KA |.) 1,3,3,3 
БИТИ НИЖЊИ TESE EEE TET TETES 
如 果 这 个 数列 的 通 项 公式 为 re 一 a(VZnTc) 十 d(VSn 于 表示 不 超过 VB 二 < 的 最 大 整 
ж. асат 

1. 数列 {fa,} Ж а, =19,а; =98, Вал #0 时 ,ai 一 av 
а =0.лЄМ№', а, =0 时 ,mm 的 最 小 值 为 

12, ÆRA r) Pn "30 = 2,1. = 


项 公式 为 


„Жан тов, 


КЫЛ мо МЕН) Ва 


13, (2005 ЖЖА Ж Ж АНА) KA (a. ЯЖ ai 一 1, 且 Вама, - ба +2, 
1 


+5=0(n> е. b. (11). 


2 

а) Ж bı sbi sbi В, 

(2) 求 数列 {6.} 的 通 项 公式 及 数列 {a.6s} 的 前 于 项 和 So 

14，( 第 48 届 波 兰 数 学 仙 林 匹克 最 后 一 轮 试题 ) 正 整数 тото, г МАЊЕ 


e =144, E хе ааа Hr) ти 12,34. Ж z; ВА. 
15. & а, За.) +6*—2°°! 1 а во RAH НВА Х. 
16. (2005 年 全 国 高 中 联合 竞赛 (辽宁 省 预赛 ) 试 题 ) 已 а 1,4: =3,a, =4a,-1 — 


азу 13.6, Ê нас. те, + VIETE. Жай, 
HH EEK nA a=b, =c. 

17. ка) ВЕ а БО а. + ТЕ Яа за =1, Ж É M НИЯ 
AR. 


р. 


18. 如 图 2-9 是 某 计 算 机 的 程序 框图 . 

D 求 打印 出 来 的 工 的 值 

(D 求 打印 出 来 的 = ни 

(3) 若 将 程序 框图 中 的 语 杀 (9)“m 一 30073" 改 为 *zZ>13", 则 张 三 同 学 说 这 是 死 循 环 
( 即 一 直 无 展 地 算 下 去 两 没有 结果 )* 面 李 四 说 不 会 是 死 种 环 , 你 认为 哪个 同学 说 得 正确 ? 
并 说 出 你 的 理由 


та 


(10) [打印 xz 
T 


нж 
щ2-9 


19. а = 1a, + = ан + = аш + от падао RRD an HD 


X (аам +1) НА. 


Зм 十 2 一 2， 2, 
м. 
ыы 


„Ф 


20. ЖЖЯЦа. } (1220) а =0, Н ага ~a, 
HAAR MUAH n+ ЯЖ 5.. 


4 Жа,, S, 的 递 推 数列 


e RDB 


(DS, уа, 的 关系 
5. п=1 
5.—5. „трг 

45, = 0 时 ,可 统一 写成 o = 5.—5... 

(2) 含有 ans 5, 的 递 推 关系 式 , 当 ” > 2 时 , 既 可 用 5, —5., WW а, ,将 关系 式 转化 
ЯЖТ$., Sei 的 递 推 式 :也 可 递 推 相 减 ,得 到 S, 一 5. а, ВВ НИЕ Та, а. 
的 递 推 式 求解 , 如 何 转化 要 根据 具体 情况 作 具 体 分 析 - 


(Q ames 


S,, 求 数列 的 通 项 公式 . 


а.) = 1,Жа, = S, — 5. (n > 2), 可 得 (S, — S.) X (S, 
= 1, тя (5) 是 公差 为 1 的 等 差 数 列 . 由 已 知 等 式 可 得 S, 


一 23,, 故 Si = 1, 因 此 SI = n. 


ті 数列 (а, PANSIER На. + 1 


М 由 已 知 得 ov(2S。 
+S. = 1,6097 5: — 5: 
1 


十 


Ва, > 0 #5. >0,Ж S. = уп ЯЖ а, = 5.-5., = Va — Ма Та > 2). 

BRR = 1 也 适合 上 式 , 故 得 通 项 公式 为 a. = /n— уп ТЄ мо. 

RA ШЖ а > ос = 1.2 不 能 缺少 ,否则 结论 不 惟一 . 由 5! = n ЫН 
S, = Ут RS, = М. in: 1, — 3,5, — Тин Зао = 2n — 1,8, 一 一 2n, 也 满足 


$. 


= 2S., 证 略 . 


#2 《第 17 届 “希望 坏 "培训 题 ) 已 知 函数 f(r) = 
6— 2а, + f(n— 1), HREH a) АЖА а... 
Jo 一 D 


二 ,数列 fa.} 的 前 ”项 和 


= 


Жа. 


因此 ,数列 [< ах вита 一 4 A) AE 的 等 比 数列 ， 


所 以 а: = (а = ах 1). (2). 
ш а. = (š) +#=> 2) о» 
халва = Ê = 8 + HS n = Leta ШИП) К. 


а.) 的 通 项 公式 为 as = (5) + тєл. 

说 明 ERITH BEE RIE а, 是 否 符合 所 求 的 通 项 式 . 

93 RS APERA a.) 的 前 = 项 之 和 ,试问 : 是 否 存在 常数 上 使 得 
м:-1- S. — 5. 《1) 

对 任何 € N° тау. 

Ж Kyla) 为 等 差 数列 ,可 设 a, = pn 9р. а 为 常数 ) ,于 是 a = 户 十 9, 且 


„Р 


EEEEFTEES 
5. = УФ + (pm +0) = $m + (a+ 5 ја. 
5, = Фрп' + (24 + p)n, 


= a+? + («+ )о+1› 
= Би + (a+ Зри. 
Sn- 5 = Бут (а– #)я—(р+). 
因此 ,(1) ЖИВ kp + 2kpon + (ва: —1) = Е + (9—2) Ф+о. 


(р = še. 
ЖЕНЕ n Є №" 都 成 立 , 应 有 nq =q- Ё. 
2 


lig -1--р-4. 
ak 8,281 
#8 р-н п 
所 以 ,存在 上 = ВО) 式 对 任何 € № BAS. 


#4 (2006 年 全 国 高 考 理科 卷 压 柚 题 ) ВИА la) 的 前 n 项 和 为 S, 且 方程 — 
ал — a, = O 有 一 根 为 S, = ln 1,2,3, 

CD Жаа 

《2) Rila) 的 通 项 公式 . 


分 析 На, = S. Su 可 导出 SS, ~28, +1 = 0, 猜想 出 S, = — n = 1, 


5. n=l, 
再 用 数学 归纳 法 证 明 . 利用 а. = S-S п> 2 ,再 求 出 а, 的 通 项 公式 . 


WM (CD Bn = 1R, — ax ~— a, 一 0, 有 一 根 为 S 一 1 = а 一 1, 于 是 


(а — 1)? — ala — 1) —a, то, 


al 
解 得 a=}. 


Щи 2 ara = 0, 有 一 根 为 S: 一 1 = а 一 去 ,于 是 


$. 


т” --1. 


m $1 —25, +1-а 


H n> ата = Sm 代 人 上 式 得 SiS. — 25, +1 一 0, 由 (1) 式 得 
-а = 1,5, = = L + 
Sas =a +a = += 
由 此 猜想 出 S, = n = 12.3, 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 这 个 结论 . 


DO n= IRM, EMBERS. 
O 假设 当 一 大 时 结论 成 立 , 即 S， 


„Чата ан) 式 得 


ін 


5 


2-23 EFE 


Е 
Шуп АЪТ ,结论 也 成 立 . 
#0, OMH n EN #95. = 17.7 


Я. мам, м 
а. = За = 

R n= а = = прав ra. 

故 а, аке * 


МИЯ ”能 理由 递 推 式 S. 5. — 2S, +1 = O(n > 2) 直接 求 出 S, Fes ?回答 是 肯 
定 的 ,我 们 可 通过 构造 轩 助 数列 来 解决 . 
ФТ. = ЈИ S. = ОЕ КЛ 5.5. — 25, +1 = O(n > 2), 


„Ф 


вит.) 是 首 项 为 T, = 


所 以 > Ce 一 D == 1 +1). 

ASE ER 
қ Боји ад Лава ако“ еко 
下 同 基 本 思路 . 


例 5 (2007 年 重庆 市 高 考 理科 卷 第 21 题 ) 已 知 各 项 均 为 正 数 的 数列 {a.) 的 前 ?项 
和 5, 满足 S, > 1, 且 6S. = (а, + (a, +2),n € N°. 

《1) Riad ВМА, 

《2) ВК) Ва. — 1) = 1, 并 记 Т, 515.) 的 前 ”项 和 ,求证 ， 

3T, +1 > 08: (а, +3 "ЕМ. 

分 析 (D 先 由 56S. = (а, + (a, +2) n = 1 RIN Йа, ,再 由 av 
Жар, Ба. 的 关系 式 ,最 后 由 前 两 者 得 出 数列 {a.} 的 通 项 公式 . 

(2) 应 先 根据 a, (2 一 1) = ЖЗ.) 的 通 项 公式 ,然后 写 出 Т, 的 表达 式 ;而 
在 证 明 3T, 十 1 > log: (а, + 3) Cn € N’ ) 时 ,可 以 考虑 使 用 差 值 比 较 法 、 放 缩 变形 法 ,数学 
归纳 法 . 

м 〈1) 结合 问题 条 件 , 先 由 ба = (a, + (a, + 2) Жау = 2, ВВ 
ам = So — S, 可 得 (or а.) ан — a, — 3) 一 0. 由 题 意 知 a =— a, MRK. 

因此 ar =3 Ва. 是 首 项 为 2, 公差 为 3 的 等 差 数列 , 故 q, = 2 十 3C" 一 1) = 
3n 一 1. 

(2) 证 法 1 用 放 缩 法 

HI a, (2% —1) = 1 


ен — S, 


et- 


зп 


жее ыр» (1) (т) 


HH c> ORM жежа + с)? > 1 十 3c 成 立 ， 


$. 


= log: (3n +2) = log; (а. + 3). 
证 法 2 “用 数学 归纳 法 - 
O Hn 18,37, +1 = log, H log: Ca, 十 3) = log:5, 结 论 成 立 ; 


© 假设 ”一 人 时 结论 成 立 , 即 3T 十 1 > log: Ca, +3). 
ла А18, 


= log Ht 
"Ед 


因为 (3 十 3) — (34 + 5)(3Ё + 2)* > 0, 故 上 式 大 于 0, 即 
ЗТ, +1 > log: (ан +3). 


3T +1 — log: Car +3) 


由 归纳 原理 ,总 有 
ЗТ, +1 > ова, +3) € №. 

#6 (2007 年 四 川 省 高 中 教学 预赛 试题 ) 已 知 正 整数 列 {a.} МЕЖ, 对 于 任意 正 
整数 DARA lai arsa.) 中 不 重复 地 任 取 若 于 个 数 ,这些 数 之 间 经 过 加 减 运算 后 所 
得 的 数 的 绝对 值 为 互 不 相同 的 正 整数 , 且 这 些 正 整数 与 o а, и а, 一 起 恰好 是 1 至 S. 
全 体 自然 数组 成 的 集合 ,其 中 S. HEA la.) 的 前 ”项 和 - 

DR ara: И: 

(D RAA a) 的 通 项 公式 . 

М DBA =2, ,显然 

А-а 5)- Па Па. 

故 1 十 as 一 4, 所 以 aa 一 3. 

(D HEEM, RA lanana) ERAN, j E S. 个 正 整数 ,而 集合 
fa паг yauva 0) 按 上 述 规则 产生 的 S., 个 正 整 数 中 , 除 1.2,…,S, 这 S. 个 正 整数 


外 ,还 有 ама за Hi lani il 1, 2,34 2S. 十 1 个 数 . 
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. HF St 一 ai 十 az 一 1 十 as, 有 
Гре (1.2,3,4) 


所 以 5... =5,+(25,+1)=35,+1. 


им sa+Ñ1-a(s+ 1). 


所 以 5... (8+2 )x=— xg}, 


-ра-обран- 


ҚЫШ sa, =3" (n>). 


又 因为 当 n>2 а. = 


Ma =1 HWE a, 


例 7 ERE BN (a, полива. ca, +2°, 888 О 
ЖТ? 证 明 你 的 结论 . 


Мои. 2 


1 +2 
WBS. = gas +2", 


故 За sha, +D ka, +2 ` 


即 Вала + 
整理 得 Сала Ва (а. 
Ж anita, =0 щата, 


ЕМ Флет Шара +27' Фант. 


ЗЕЖ Ка ЖД 2 为 首 项 , 公 比 为 一 1 ЕЖА 4 FEN, 

Nt ДО ЖС (a. Г ВИИ а, = 20—10" R а,=4л—2. 

说 明 ”解答 错 了 , 错 在 哪里 ?反例 如 下 ， Флера = фл 2, а 一 一 2 
Ша = 61% n = За = 一 2, 得 o = 2, 由 ai = 6 ва, =— 6 а, = 10. 这 样 马 得 
出 至 少 有 3 个 数列 了 ,按照 这 种 方法 可 以 大 胆 预测 ， 满足 题 设 的 数列 {a.} 有 无 数 个 

事实 上 ,通过 后 面 从 特殊 到 一 般 的 探究 ,可 发 现 ; “an а. пощата, = 4", 
да За 一 0 不 一 定 对 于 任意 = 都 成 立 ,oa — a, = 4 亦 然 , 即 数列 {a.) 不 一 定 是 等 比 数 
列 ,也 不 一 定 是 等 差 数列 . 如 列举 前 4 项 有 ， Ф 2.—2,2,—2.--,@ 2,6,10,14,--,@2, 
—2,2,6,++4@ 2,6, —6,—2,- 2,6, —6,6,++,@ 2.6,10, 一 10,…. 可 见 ,满足 题 设 
HRH a) 有 无 数 个 . 

例 8 ”把 正 奇数 数列 {2“ 一 1} 中 的 数 按 上 小 下 大 、 左 小 右 大 的 原则 排 成 如 下 三 角形 
жж. 


%. 


Вале N°) 是 位 于 这 个 三 角形 数 表 中 从 上 往 下 数 1 
ir. жени ти. 3 5 

(1) Жа, = 2005,Ж т.л ВАН, ыза 

(D 已 知 函 数 /(z) 的 反 函 数 为 广 (z) = Ва (а > 0), еее 
车 记 三 角形 数 表 中 从 上 往 下 数 第 n ti 5 9, ЖРО 
( fO.) ММ п m S.. 


в D восявийфеит ЕН 1 + 2+3 Fee Fm "О Ж 个 数 ， 


所 以 第 m 行 最 后 一 个 数 应 当 是 所 给 奇数 列 中 的 第 于 Co 二 D 项 . 故 第 т 行 最 后 一 个 


数 是 2 EMED отит 
Ж, am = 2005 № m ЖЖ m: + m — 1 22 2005 的 最 小 正 整 数 解 . Нот 十 


m—1 2 2005, т + т — 2006 > 0, 所 以 


> 1+ FOR > —1+ Ут _ —1+89 _ 
= z ? 


ЕЈ 


44. 


т 
所 以 m = 45. 


于 是 ,第 45 НА и 十 44 一 1 十 2 一 1981 ИНД = 2005 21981] - 13. 


D 因为 греки = у> о), z = (1) Уу. Мо = (+) УЖ >0). 


所 以 第 “ 行 最 后 一 个 数 是 m: +л—1,НЖ n КН п ARR ni + 
128 ” 行 各 数 成 公差 为 — 2 的 等 差 数 列 , 故 


by = n(n +n DD + (一 2) = т. 


n(n =1) 
2 


ЧӨ 


кенч +-+е-ь r) 


所 以 иво = (+) Ут 


了 


„Ф 


тама рз) 


所 以 $. =?-(а+2. (+). 

IAN келин. ия Елин л 一 1 项 的 关系 入 手 .通过 观察 数 
表 , 由 特殊 探索 来 归纳 、 和 狂想 \ 证 明 出 一 般 规律 ,这 也 是 求解 数 表 型 数列 问题 的 常用 方法 . 

例 9 在 各 项 均 为 正 数 的 数列 {a.} 中 ,前 ”项 和 S. 满足 

28, +1 = аза Әлеке. 

(D ЕЙ (а) 是 等 差 数列 ,并 求 这 个 数列 的 通 项 公式 及 前 ”项 和 的 公式 ; 

(2) HE XOY PT EBRD M, Cz. y.) АЕ a, = nz.,S. = ту, НАЯ M, 在 直线 
СЕМ, 中 最 高 点 为 M, ВЕНЕ СЕН x = a, z 一 和 所 围 成 的 图 形 的 面积 为 
直线 C 在 区 间 [e,b] 上 的 面积 , 试 求 直线 C 在 区 间 [z, ,zi] 上 的 面积 

(3) 是 否 存在 圆心 在 直线 C 上 的 圆 , 使 得 点 列 M. 中 任何 一 个 点 都 在 该 加 内 部 ? 若 存 
在 , 求 出 符合 题目 条 件 的 半径 最 小 的 圆 ; 若 不 存在 ,请 说 明理 由 . 


м D 由 已 知 得 

2S, = 2a} +a, а) 
ж 25.4 = дава +а.-, (2) 
(2) 式 一 (1 ДВ 24.) = 2044 — га! 十 av 
结合 > 0, 得 ai та, = 去, 故 {a.} ЗЕ ВОЛ. 


JX n = ава = 241 Ва —1, фа, = 1 或 o = 1: 


ые ара а опа 
Я Я а, > 0, 所 以 w = 1. X d = рова. 1+ gD = gn +g, 


1,3 
+ Ур 即 得 点 


+ 消去 n, 得 3z 一 2y 一 1 = 0, 即 直线 


CC 的 方程 为 3z 一 2y 一 1 一 0. 又 y = T+ Ê En МАН BU M, 为 M. 中 的 最 高 点 ， 
вма,р. хм HARA (I) ANCS: м. на: = 2, z = 1 图 成 的 图 形 为 


няве. 从 而 直线 C 在 [ 2 | 上 的 面积 为: 


(3) 由 于 直线 C: 3z 一 2 一 1 


1 11 3 
јен (2%; +)" 


малом (3.2) м 


因此 ,点 列 M. 沿 直线 C 无 限 接近 于 极限 点 M( 


ммте Сй (С Eanan. daw 


足 条 件 的 圆 存在 . 
事实 上 ,加 


(3.5) мее > 到 的 加 ,就 能 使 M. 中 的 任何 一 个 点 都 在 该 国 的 


内 部 ,其 中 半径 最 小 的 加 为 (一 羡 ) 
例 10 (0006 年 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 (江西 省 预赛) RA WA (a. Ва =1. 
а= [VET Jin = 12.3. (其 中 [表示 的 整数 部 分 ,3 = Da = 0.1,2， 


БОК аы БИЙ. 
Ж ”观察 数列 开始 的 一 些 项 : 


Hg 


з а |6 [2 [в [о Гора Гг [аз [а [ав ав |12 [18 19 [20 


ааа 2 |2 [о 3 [з е [е а [5 [5 [ево | 7? [вв в 


5, о [з [а | 6 в [то [аз [1 | 20 | 24 | 28 | 33 | 38 | 44 | 50 | 57 | 64 | 72 | во [ав 


我 们 注意 到 ,数列 а) 严格 单 增 ,每 个 正 整数 1,2,3,… 顺 次 在 数列 {a.} 中 出 现 , 并 
HRT Hl a, = 1 之 外 ,每 个 形 如 2 = 0,1,2, …) 的 数 连续 出 现 三 次 ,其 他 数 各 连续 


出 现 两 次 , 
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一 般 地 ,我 们 可 证 明 数 列 {e.} 的 以 下 性 质 : 
O) E МЕ т = 2 十 十 1, 则 az 
СМЕМ Hilm = а 1< r < 2 时 ,有 


ar 


желая. 据 上 面 所 列 出 的 项 可 知 , 当 大 撩 2 时 结论 成 立 . 设 性 质 (1) .性 质 (2) IF k 


айм. ВНЕ m= 2"! фи ава пад = a, = 27,90 
5. 一 am 十 2(01 十 2 十 3 十 …… 十 2) 十 (2 十 2 十 …… 十 20) =2%+3.2'. 


再 对 满足 1 << 2 Mr 归纳 : 
M r= 1M, FOZ HHD < Sa < (2°+ 20°, а, = [/5,] = 2+1, 


因为 Sa < San = Sa ан = 2" +4 °2° +1 < (2° +2), 
m ame = [Убе 
HE r < p HH amii = анн, = 2° + r, W r = p+ 1 < м. 


Бану = S. + (ашы + are) + (ашы Нани) + + (ашыш, Нани») 


= 29 36 2° 2027 十 1) 十 2(2" 十 2) 十 … 十 202 + p) 
=?*+(2р+305+2°+р(р+1) 
т Боа = (2+ р+1) = 2°—(р+1) 0. 
(2 + p +2)" Sma = 2" +З3р+4>0. 
ша (2 +p +° S Smr < (2 +р+2», 
所 以 амт = [VS] = 2 +p +1. 


ШЖ Боа < Ser = Боли akana 
- +2(p+2).22+ р +2p+1 < (2 +р+2», 
所 以 ара = [Убили ]=? +р +1: 


НВ, î m = 2! +n 1,197 < 2 Мало тањи = 2" + r. 
特别 当 - = 2" 时 ,上 式 成 为 : 


а. = арчын = 2! 


а» 


а» 


又 由 (1) 4,5, = 2" 十 (2r 十 3)。2 +r(r +), r = 2",m 2 паж 


Seru. a = 2+ (2n +3) e 29000 +1) = 2 + 2 2 < (2 + 12, 


$. 


所 以 ата = Убита = 277. с) 
由 式 (2), 式 (3) IRM, рт = 2 +441, ЧЕ n + 1 BÍ, а = а. 
= a, 一 24， 从 而 性 质 (1) ,性 质 (2) R y. 


маг +10 < 2006 < 2" +11,Ж т = 2° +10,9 k = э, = 2006 — 486, 


因此 акы = анны = 2° + r = 512 + 486 = 998. 


КЕ оше 


1. Ка.) Ин f S. = 5" + тт 为 常数 ), 下 列 结论 正确 的 是 ‹ › 
А mE RH а.) 是 等 比 数列 
Вт--1и а.) 是 等 比 数 列 
С. m = 0 B, la.) 是 等 比 数列 
D. 不 论 严 为 何 值 ,1a} 不 可 能 为 等 比 数 列 
2 已 知 数列 {z,} МА: zi старт: = 5, Н r. = x, =r (n > 2)，S, 为 数列 前 n Я 
的 和 , 则 有 ° ¥ 
-2-а B. ziw =— b, Sim = 2b— a 
Стю == и = b—a D. rw =— аб = b— a 
3， 如 图 2-10, 在 杨辉 三 角 中 , 幸 线 /的 上 方 , 从 1 开始 沿 箭头 所 1 
FHKE 13360 ЗЕ f ЯНИ л 


项 和 为 S,, 则 5 的 值 为 ко 

А. 172 

В. 217 

с. 228 

D. 283 

4. (2007 年 湖北 省 高 考 理科 郑 斌 题 ) 已 知 两 等 基数 到 La) fib) ИННА 

A вв. пре = EEE пано жшк» HIKE о.з 

А. 2 в.з са 0.5 


5. (2006 年 浙江 省 高 中 数学 集训 试题) 已 知 数列 la.) ЖЕ За... Fa, = 4(n > 1), В 
а ~ 9, 其 前 十 项 之 和 为 S.. 则 满足 不 等 式 S -п-61< 1. 的 最 小 整数 二 是 【 › 


125 
91 ДР 


А. 5 в. 6 с.7 D. 8 
6. (P АДЕ ЖЕНИ (а) 定义 为 : a, = cosa, +a, = msing 十 


cosh, (n > Do Jl Sa 等 于 (259 
А. neosê + n(n + sin В. (n + Deosê + n(n + 1950 
С. (m + Deosê + (н? +n — Отд D. neosê + (m° +n 一 1)sing 
7. 《第 9 局 “希望 杯 "高 二 竟 赛 题 ) 数 列 (a) Випава 5., Жа =, H 
5, = та MARAR a, = + 数列 {a-} 的 和 为 


8. Жа, pa 1.8 30а Басе а) = (n+ o a(n зо ML 


+++ = 
9. (2007 ЖЖЖ h P t $t f BEARD) 已 知 数列 (au) а = l. n i fe S. 满足 
$, Уб 5,1 VS = 2 SSSH а, = х 
10. (2004 年 全 国 高 考 理 科 卷 第 15 题 ) E He Fl (а) Ж Жа, = 1,a, = а) +22, +3a, 
1, n=l, 
па. 


+ + (n= Dani (n > 2) И (а) а, = 


п, ДОО А А kun N = 2 тану нака 


数 为 Е 
12. (2005 年 浙江 省 教学 竞赛 试题 ) & r НИТИ ЛАИКА), 


”以 及 在 第 一 象限 内 的 拢 物 线 у 一 š: EREMERKIAA {B k = 1, 
…) 都 是 等 边 三 角形 ,其 中 А, В ЖЕШ А.И 2005 ¥ 


ДАВАЛА = 1, 
形 的 边 长 是 
13， 已 知 数列 {av} п S. = 2а, —3- 2 4, = 1,2, 
а) ЖЖЯ (а, HARAR: 

(2) ЖТ, 为 数列 {S. 一 4} W n S £ , Т.. 

14. (2006 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 也 大 试题 ) tla.) 是 正 数 数 列 , 其 前 项 和 S, 满足 


S, = а. DG, +3) 
а) 求 数列 fa.} HARAR: 
жж) HH n MRT... 
15. (2007 ФР |P hZ R $t FK) 各 项 都 为 正 数 的 数列 {fa} Виле. 


%. 


ВЖ 2(5, +1) = а! +a.. 

D ЖЖЯ a) 的 通 项 公式 

(2) ЖЯ йй b ЕГУЛЕРІ 

a= ( РА. аута же туа n HAK 

ЖЕТТІ 

тата 

(3) 同学 甲 利用 第 (2) 问 中 的 了 .设计 了 一 个 程序 ,如 图 2-11， 
但 同学 乙 认 为 这 个 程序 如 果 被 执行 的 话 会 是 一 个 " 死 御 环 "( 即 程 
序 会 永远 种 球 下 去 ,无 法 结束 ). 你 是 否 同意 同学 乙 的 观 点 ? 请 说 


明理 由 . 


5 МЕНИ 


за» REB 


在 由 递 推 关系 给 出 的 数列 的 试题 中 ,性 质 的 论证 是 一 大 内 容 . 主要 探讨 数列 的 单调 
性 ,有 界 性 ,周期 性 ,以 及 数列 中 的 项 的 整除 性 .或 是 否 为 奇数 、 偶 数 .整数 等 . 

这 类 问题 构思 巧妙 ,解法 灵活 独特 ,思维 跳 牙 性 大 ， ЖЕ. 可 从 数列 的 基本 性 质 
如 单调 性 ,有 界 性 ,周期 性 等 人 手 ,并 与 数论 的 相关 知识 结合 ,力求 融会 黄 通 ,化 复杂 为 简 
单 ,分 步 求解. 

CD МИН, 如果 数 列 la.) 满足 : 对 任何 正 整数 m, 都 有 a, ал ( 或 o < a.) WJ 
Жаа.) 为 单调 递增 (或 减 ) 数列 :满足 a， (а. За.) WAA a) 称 为 不 减 (或 增 ) 
数列 , 证 明 数 列 单调 性 的 常用 方法 有 作 差 或 者 作 商 比较 法 .数学 归纳 法 等 . 

(D ARYE: 对 于 数列 fa.}, 如 果 存 在 常数 M. N. 使 得 对 于 一 切 正 整数 ", 均 有 
M < a, < М.а.) 为 有 界 数列 ;如 果 存 在 一 个 常数 G, 使 得 w. < Ска, > 6) 对 于 一 
ЕЖЕ n RI (а, 为 有 上 办 (下界 )( 或 者 说 是 数列 的 最 大 值 ,最 小 值 ) 的 数列 ,C 
为 其 一 个 上 (下 ) Я. 有 界 数列 必 有 上 、 下 界 . 反之 ,不 一 定 成 立 . 证 明 或 判断 数列 的 有 办 
性 ,常用 方法 有 放 缩 法 和 数学 归纳 法 . 

СЗ) 周期 性 : 如 果 数列 {a.} ЖЕ, 存在 正 整 数 M,，T, 使 得 对 一 切 大 于 MITE п, 
都 有 тт = z. 成 立 , 则 称 数列 {a*} 是 周期 数列 .T 为 它 的 一 个 周期 . 

若 数列 fa.} 是 整数 数列 ,mm 为 正 整数 , 记 а. =>, (mod m) (06, Ст 1) КВ, } 
为 fa 的 模 数列 , 记 为 fao(mod т)). ПЖ (а, (mod m) ) EWA , FR (а. ЗЕ А т 
的 周期 数列 ,简称 为 模 m 周期 数列 . 数学 竞赛 中 的 周期 数列 大 多 以 递 推 式 给 出 的 ,因此 常 
常用 递 推 知识 研究 数列 的 周期 性 . 

用 递 推 式 给 出 的 数列 ,不 要 总 想 先 求 出 它 的 通 项 公式 ,研究 数列 性 质 的 不 少 问题 ,用 
递 推 关系 比 用 通 项 公式 更 便利 дк. 


$. 


Q umeog 


І соотжеш+еа+ке)жая› Ша. агр ME 
整数 三 2 时 ,as < an. 
1 = ИГУ 1 
ам 四 为 FFD = (в tar) 
У 1 1). (а 
яи «= (+) (s 
2 а ад Е 
о (урне) 
ка а Е 
即 +++ 2-4- 
у Е: Paq СКЕН 
所 以 am = За а +i) 
于 是 
x 
Ж а, — ani > 0,8 ani < an(n > 2). 
说 明 ”本 题 还 有 如 下 的 巧 思 妙 解 : 
因为 а. = 
ear 1 1 мы 1 
пабы aD ae GFT 


-а (ана (от 


Жо anı сат 2. 


912 (2006 年 北京 市 高 考 理科 卷 第 20 题 ) 在 数列 fa,} Фаза, ERK, H 
а, = |а аа |,п = 3,4 Бот (а) БИ". 

D 举 出 一 个 前 5 项 不 为 零 的 “绝对 差 数列 "( 只 要 求 写 出 前 10 项 )， 

(D ФРАН ВИНА la) 中 ,ax = Зан = 0.810.) WE b, = a, а. ае 
п = 1,2,3, РН Ч noo 时 ,ao 355, 的 极限 是 否 存在 ,如 果 存在 , 求 出 其 极限 值 ， 

СЗ) Е, 任何 “绝对 差 数列 ”中 总 含有 无 穷 多 个 为 零 的 项 . 

М (la = 3,a: = l,a, = 2,2, = l,a; = leas = 0,a = l,a, = 1,a, = 0, 
an =1. ОЖЖ 

(2) 因为 在 绝对 差 数列 (av) 中 ,as = Зан 一 0. 所 以 自 第 20 项 开始 ,该 数列 是 
ав = San = Oran = Зан = Bran = Oran = Зам = Зан 一 0,…, 即 自 第 20 项 开始 ， 
每 3 个 相 邻 的 项 周期 地 取 值 3,0,3. 所 以 当 поо Bta, 的 极限 不 存在 . 

M m > 20,5, = а, Hani аль 一 6, 所 以 ,limb. = 6. 


(3) 根据 定义 ,数列 {a.) 必 在 有 限 项 后 出 现 堆 项. 证 明 如 下 ， Bib a.) 中 没有 零 项 ， 
тта, =| arı = ars | ,所 以 对 于 任意 的 ,都 有 а, > 1, 从 而 
Ма > an 时 


а. = а таз За. ~ Ма > 3); 
Ма Са В. 
a, = ага та Sa, 13), 


Ша MAK AH ar ЗАТ. А Ша: Ж. 


0< e, < ea = Кат 2,3,4.—Э). 


由 于 是 确定 的 正 整数 ,这 样 减少 下 去 ,必然 存在 某 项 c* 一 0, 这 与 cv > O(n 1,2, 
3.9 ЖИ. Ма.) 必 有 零 项 - 

车 第 一 次 出 现 的 零 项 为 第 ”项 , 记 a-， = АСА 夭 0), 则 自 第 ”项 开始 ,每 3 个 相 邻 的 
项 周期 地 取 值 0,4,A, 即 


k= оази 


所 以 绝对 差 数 列 {fa-} 中 有 无 穷 多 个 为 零 的 项 . 

说 明 ” 巧 用 数列 的 局 期 性 ,是 本 题 获 解 的 关键 . 

用 周期 性 解 题 的 关键 是 去 发 现 周期 性 . 为 什么 要 揭示 周期 性 呢 ? 因为 利用 它 可 以 从 
PIRA ER. NABEN ES. 对 于 一 个 项 数 较 多 甚至 无 限 的 数列 ,一 旦 发 现 具有 某 种 
周期 性 ,就 可 以 把 问题 归结 到 最 初 几 项 . 

ИЗ (2007 年 辽宁 省 高 考 理科 卷 第 21 题 ) 已 知 数列 la), 10.) УМ УС), 
ка) ER 满足 条 件 : = bra, = f(b.) = glbri) Cn € М). 

(1) Ж Ла) = m + 1G 4 0м #2) (а) = 2r, f(b) к Ніта, 存在 , 求 : 的 
取 值 范围 ,并 求 lima.( 用 上 和 表示) 

(2) RAN у = ЛС) 为 只 上 的 增 函 数 ,g(z) = f Са) р = 1, fO) 之 1, 证 明 对 任 
ЖлєМ' аы <a. 

HH OD MERWE ЖЕ а. 的 通 项 公式 ,具体 方法 有 如 下 两 种 , 一 是 直接 
Ва = fO.) = вд) ЖЖ, О ЛЕЗ b. 的 通 项 公式 ,再 由 数列 {a.} НОЈ 的 关系 去 
Ж а, 的 通 项 公式 ,在 这 个 基础 上 才能 根据 a. 的 具体 特征 求 lima.; 

《2) 从 所 证 结论 形式 上 看 ,可 有 两 种 证 明 方法 : 一 是 将 其 直接 作 差 或 者 作 商 , 用 比较 
法 来 完成 ;二 是 用 数学 归纳 法 证 明 . 


CD 解法 1 由 题 设 知 


зу 的 等 比 型 数列 , 即 知 


„Ф 


最 终 求 得 


М2 WER b. +1 = 2b, 十 1, 可 得 5 十 


由 此 可 知人, 十 r EHH b+ At, 的 等 比 型 数列 , 即 得 


= 


h= (#+722)(5) 

Hl a, 一 站- Юта, = 2 limb, = 7. 

(D МАКС) = f? Ca) ,所 以 ao = gG.) = Р) ВО - ба.) БЕЛИ 
学 归纳 法 证 明 a... < an(n € У). 

Ф част, Н/С) дан f(D) < 1,48 a, = О) = ја) < 16 = 
Ла) < Ја) < lra: = Је) < Ја) < а, ел. 

O 假设 当 = 一 大 时 ,命题 成 立 , 即 cr < ал. 由 f(z) HRRK, (ан) < Гар, 
Шон < бъл ,进而 可 得 УСО) < и) „Врана < аыл. 

所 以 ,对 任意 mnE Ман <а,. 

#14 (2005 年 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 试题 ) 数列 {fa,) 满足 


Та. + а = 36 с м 
= = Е 


ae = lran = 


ШЕН. 

《1) SHER n € N.a. 为 正 整数 ， 

(2) 对 任意 上 € Мал. 一 1 为 完全 平方 数 . 

м D 由 题 设 得 a "Н ба, 严格 单调 递增 . 将 条 件 式 变形 为 


2a — Та, = удбаг- 36, 
两 边 平方 整理 得 
айл — Таа +а1+9 = 0. а» 
由 式 (1) 得 
Тала. + al, +9 = 0. а» 


式 (1) ROD, В: (али = aras На. Та.) = 0. 


$. 


Хана. Дани + arı — Ta, = 0.80 


аа о 
由 式 (3) Жа, = 1,а 一 5 可 知 ,对 任意 Є N.a, 为 正 整数 . 
D 将 式 (1) 配方 得 (ali +а.) = Хала — 1), 
в а) 
由 式 (3) 得 а + а, = да, — (а. +a). 


М am +a, == (а, ага) к= = (—1)°(а, +4») = 0(mod 3). 


Би" Е: 为 整数 ,所 以 аш, 一 1 是 完全 平方 数 . 


/评析 “水 题 通过 平方 化 简 得 到 一 个 均 为 简单 的 齐 次 线性 递 推 式 , 既 可 以 通过 特征 
根 法 求 通 项 ,也 可 以 结合 你 数 的 有 关 知 识 不 求 通 项 西 直 接 研究 数列 的 性 质 . 在 第 (2) 小 是 
中 ,通过 同 余 得 到 的 结论 也 十 分 巧妙 . 

可 见 ， 要 直接 得 到 线性 递 推 关系 和 非 线 性 递 推 关系 比较 困难 的 数列 ,可 以 考虑 另 胖 
ИЕ, НИКИ НЕЗНА. 

#15 (2008 年 上 海 市 高 考 春季 招生 试题 ) 在 直角 坐标 平面 Оу 上 的 一 列 点 名 (lva )， 


"А; (2 аз) A, Ста) s а ЖАЛ. FH b. 一 44， 了 构成 的 数列 {6.) 满足 
бин И И JER J BI SS у 钠 正方 向 相同 的 单位 向量 , 则 称 {A.) 为 工 点 
я. 


а) ЖАК (2, 
жн» 
(2) НАЛ 为 了 点 列 , 且 点 A, 在 点 A, 的 右上 方 . 任 取 其 中 连续 的 3 МА, Ам. 
Ana ДА,А Ан 的 形状 (锐角 三 角形 、 直 角 三 角形 、 钝 角 三 角形 ), 并 予以 证 明 ， 
АЈ ТАЈНИ 1 < m < n< p< q E m +q = n + p ЖЕ, 
АА,-}>АА,. }. Š 


"въз тая жит 


п 


носа = Паф 130—1 = LS SA. >b HAA) ВТ 


n+l п СРЯ 

点 列 . 
(2) 在 ДАЛ Ans P, AmA 一 (一 1 
Ан А АА =— 1 + (аы ана (ав тава). 


因为 点 A: 在 点 A, BH EP МЫ b = а: фа, > 0. 


аю), Ааа = (lass — ан), 


„Ф 


ЗА.) 为 了 点 列 ,所 以 入 > b, > 0, 所 以 (orz — аз (ар = arr) 
ЖАЛА, «А.А: < 0. 

所 以 ZAA An: ЖЕЙ, ДА,А А. 为 钝 角 三 角形 . 

OERA ”因为 1<т<п<р<фт+ф=п+р, 


所 以 —p=n—m>0. о» 

= «а, ) + (açı ар) ++" + (ара та) 

= bei Hop: ++ +b, > 4-2. с) 
同 理 к В + +5. < (n= mb. (3) 
ВАЛ 为 了 点 列 ,于 是 

b, > bei а) 

ВО) 式 ，(2) 式 ，(3) Ж. (4) 式 可 推 得 ,一 ay >a, — an ВД а, а, >а, а. 
ш АА, J> AA, • Ј. 


#6 Ша. 为 下 述 正 整数 ОРН МИТЕ n 且 每 位 数字 只 能 取 1, 
3 或 4. 求 证 : an 是 完全 平方 数 ,这 里 m 一 1 

证 法 1 记 集 人 为 数码 仅 有 1,3， 4 的 数 的 全 体 ， А. = (N € AN 的 各 位 数码 之 和 为 
nh MJ | A, | = а, Ж а. 是 完全 平方 数 ,再 记 集 B КОМ 1,2 的 数 的 全 体 ， 

В, = (N € BN 的 各 位 数码 之 和 为 z), 令 | B. |= b., ЕШ an = 

ЧЕН f: B-N" ,对 于 NE В, FCN) 是 由 六 按 如 下 法 则 得 到 的 一 个 数 ， 把 N 的 数 
码 从 左 向 右 看 , 凡 见 到 2, 把 它 与 后 面 的 一 个 数 相 加 ,用 和 代 敬 ,再 继续 看 下 去 ,直到 不 能 
做 为 止 (例如 /(1221212) = 14132./(21121221) = 31341). 易 知 /是 单 射 ,于 是 

ЛВ.) = Ам ША: 

МИА ћи = (10842, € Ар +}. МЫ tama, 

Во, = б + bl ЈА в. 中 的 数 或 是 两 个 B. 中 的 数 拼接 而 成 ,或 是 两 个 B，， 
中 的 数 中 间 放 2 拼接 而 成 . 所 以 ar аза = ИН > 2). 
证 法 2 Ш. narn Жі. + Е (1.3.4.8 а +i + +m = п, 

假定 上 > 4. хо МИЧ ККК 1.3.4 时 ,zs а, + а, SDS n 一 1， 
п-3т-А. п> B. 


а. Жа, Жа... а» 


先 用 归纳 法 证 明 下 式 成 立 : 


амы = а ама. (2) 
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Ма = a = 1,4, = 2,4 п = 1 时, 式 (2) Щу. 
Mik n = k ROD ЩО Шаш = ax а МЕКИ) 


виз 一 ans Ван ана = anin + drani- 
可 见 式 (2) FH n = k+ 1 RS. FRO) М— n € N° Ще. 
再 用 归纳 法 证 明 下 式 成 立 : 


амала = aka, ЕЕ) 
Ща: = Ба = 2,a, = 4,4 п = 1 时 式 (3) ЗЕ. 
UE n = ¢ MRCS) зу, ала а WERD, RO) 得 


аттат = аза бањо Hann Жам) 


= awaqa + amram + айыз 


一 азаа + дилда 


可 见 式 (3) Жи = #+1 成立, 故 式 (3) FH n EN М. 

最 后 再 用 归纳 法 证 明 本 题 结论. 显然 上 = 1 时 结论 正确 . Ша. 是 完全 平方 数 , 则 由 式 
(3) На: 是 完全 平方 数 . 因此 结论 对 任意 正 整数 n 成立. 

WEES 同 证 法 2 АНЖУ). a, = ага 十 av tac (n>. 

И f, = 1.f, =2,Н ја = Ла + f..n € N°. 

下 面 用 归纳 法 证 明 下 述 两 式 成 立 : 


а= fis с) 

ин = Јел > 

Маг = 1.a, = 2,8k n = 1 时 式 (4), 式 (5) 成 立 . Вж я < ECR 1) 时 , 式 (4)， 
ЖО» RSL МОМ n = ЕНТО), (/.) 的 定义 以 及 归纳 法 假设 ,有 


ата = аша ана алт 
= АР Ула + fro 
= ла + fafa 
= fins 

ams = ana Han Наша 
= fia + ЛО» + ло 
= fen fuz. 
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这 样式 (4), 式 (5) HF n = k + 1 成 立 , 故 式 (4), 式 (5) 对 一 切 正 整数 成 立 , НИ) 


а. 是 完全 平方 数 . 
证 法 4 同 证 法 2 可 得 递 推 关系 式 (1): а, = an Hans + а, (n> 4) 


并 且 易 知 
в) 


а, = Теа; = l,a; = 2,a, = 4. 
RCD 的 特征 方程 为 一刀 一 1 一 1 = 0, 解 得 4 835 + Та +. 
BERO WEN a. = Ае + ВС D + (138) + p (12). 


利用 初 值 (6), 可 得 
pir + ic + (E) + (E). 


о)" -es T. 


am рес (158) пер)“ 


从 而 不 难 证 明 аңа: = айл. 

以 下 同 证 法 1, 知 an, 为 完全 平方 数 ,， 

说 明 ”函数 的 实质 是 映射 .本题 证 法 1 中 构造 了 一 个 映射 ,使 问题 化 繁 为 简 ,出 奇 制 
№. 这 是 一 个 利用 映射 解 题 的 精妙 方法 . 

例 7 EMEA (ал) га, = 1,a =— 1,a, =—a, - да, (> 3). ЖИ: 2" — Та: 
是 完全 平方 数 ， 

证 明 ”我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 

ут PBA la.) 满足 


а, = аа. + а. > 3), о» 


МА (а: ра 


HAWER: ЖО) а: = ага: + гава 4. аза. 
га аа = аа + abaan; + Уа}. 


ба? + Бата + b(aî + Ба. — Ба: (n > 4). 


又 因为 如: = а, — аа„ ВИД Ваў. = al —2aa a, + aa. Й ааз 
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得 ара + bal, = (а + ва + (Ë + абата» 


вр абы = (а? + Бат а? + а — Баа. 
即 得 (1) RRT пари. 
下 面 回 到 原 题 : 


对 于 数列 {fa,} ,由 引 理 得 
Ва = 27° таз 


аз + дата + Вата (n > 4). 


КА БАНИ 5.) 的 递 推 关系 式 


7 


рн 


к" bı y Ubea) Вт — bes) 
本 


м b. =— bei +25, +85... 

Фа +b =—1,H Ка +0) = 2, —b = 8. a 1,80 = 2, 

BHR: 

b = 2 — Taf = 4 = 2. = 2 741 

RAX- 5=—1X3—2X1, Wa =— 1, b, = а IEP cy = les = Зи = 一 co 
26360923). 

显然 ,c, ДВ b, = 273 一 7ai = с АУСФ ЭУ. 

ЛЕЛ “本题 的 关键 是 求 出 bo。 НЯНХЕА, по. 的 遵 推 关系 式 由 引 理 推出 , 如 果 
平时 能 多 注意 积累 "做 题 时 就 可 以 将 一 些 知识 以 引 理 形式 出 现 , 这 样 可 帮助 我 们 简化 解 
БЕТА 

#8 (# 3 届 北 方 数 学 奥林匹克 遵 请 赛 试题 ) 在 数列 (al) Фоа; = 2007. а.) = 
Ан №, 14 0< n< 1004 时 ,有 [o.] = 2007 一 必 其 中 [z] ARRA x 
最 大 整数 )， 


证 明 ” 先 考虑 一 般 问题 : Вардан 


— sy, 


9 = 3,6, = 2 — 74} = 25 


(а = а, —n(0 <n < a, +2). 
对 于 任何 正 整数 НИДа, > 0, 


= 1 > OAAR a >a > a >e >a >o 
а. 


HIF a. — awı = а. — 
“n EMB, A: 
atat Sia 
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өрі 
те тъ) > ет. 
另 一 方面 ,由 于 oa > a, — (n— D, Fl ao > a, за > > a, > 


“Tash 


ил = 18}. È 
?全 2 时 ， 


1 Да 
„тъ S Ня < Cas +29, а, — n +2 > 1). 


所 以 [a.] = a, —n. 
取 = 2007, 即 得 本 题 . 
Мо (1988 жещи# же FRED) 已 知 数列 fa,) 满足 ， 


а, а ВЖ, 
а, а АНК. 


бала 


a = la = 2,4 一 | 


WEH: xb) n € М" ra, #0. 

AMI 由 已 知 条 件 得 到 , a = la, = 2,a = 7,a, = 29,4, = 22,а, = 23，, 可 
ЦЯ а = а, (mod 4) „а; == (mod 4) „аз = ак (mod 4), 因 此 只 需 证 明 ， an, = а, Стой 
Dri = 1,2,3. А 

ЕВО ША = (nln ЕТ = 1,2,3, = 1 € Ала = 26 Ана, 
= 7 € Ar Вани © А, зам € Ar заз. БА ама = Ар] даму = 49-2 лама 
= 453,0 € Z), ТИ 

ашы = Sasa Зама = 4(5r 一 39 十 2) 十 1E А, 


ai = asa — aa = 4(4,—3@+1)+26Є Ars 


аы» = Зан Зама 一 4(5r 一 60) 十 3E А, 
所 以 对 一 切 的 mnEN а. € A, U A; U А, „МОЕ А, U А, ПА, Ва, #0. 
зи: 从 奇偶 性 的 角度 来 看 ,通过 已 知 的 递 推 关系 也 可 以 证 明 а, 不 是 4 的 倍数 . 事 
实 上 由 递 推 关系 结合 a = 1,a, = 2 知道 va- а... 的 奇偶 性 只 可 能 为 , 奇 . 偶 、 奇 ;个 、 
奇 . 奇 ; 奇 . 奇 . 偶 三 种 情况 . 由 ww -1.а. 均 不 是 4 的 倍数 ,猜测 fa.} 中 的 所 有 
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项 都 不 是 4 的 倍数 . 

下 面 用 反 证 法 来 证 明 刚才 的 猜想 : 

是 4 HERK, E т HRF > 3), 则 aras 为 奇数 ,ov Я = 
Sas — Зауза. = ала стана ИВ 3a дана ¬ an BA ans 
也 是 4 的 倍数 ,这 与 假设 矛盾 ,所 以 a, 不 是 4 的 倍数 ,对 于 一 切 ”E N° ,av #0. 

说 明 加强 命题 并 得 到 要 证 明 的 结论 ,是 解决 数学 竞赛 问题 的 一 条 有 用 的 途径 ! 在 
解决 有 些 递 推 数 列 的 性 质问 题 的 时 候 , 如 果 求 其 通 项 比较 困难 ,经 常 需要 对 递 推 关系 和 
一 些 特殊 的 项 进行 分 析 归纳 、 猿 想 ,然后 再 来 进行 论证 . 

例 19 (2007 年 全 国 高 中 教学 联合 竞赛 (天 津 市 预赛 ) 试 题 ) 已 知 数列 la.) (n > 0) 
满足 as = Ora, = 1, 对 于 所 有 正 整 数 nH а. = 2а, 十 2007a-,. 求 使 得 2008 | а, 成 立 
的 最 小 正 整数 x. 

МЕ: i m = 2008, ал = да, + 2007а.1ЮЖНЕЖВЕЖ A — 24 — 2007 = 0, 

ка кз = да = 1, 得 


Са + ут аут. 


由 二 项 式 定理 得 a. = Хе ту]. 


M n HAMM a. = С Суп + + Ст? + Ста 


Ст + C: 


M n 为 偶数 时 ,av = С. + Ст + е 。 

于 是 ,mn | a,m | С. , BJ 2008 | n. 所 以 ,满足 条 件 的 最 小 正 整数 为 2008, 

解法 2 下 面 都 是 在 模 2008 ELF H a, M a. = 2а, — а, (mod 2008), ШІ 

ам та. а. (mod 2008). 

因此 ,数列 {a-) 在 模 2008 意义 下 具有 等 差 数列 的 特点 . ХАН a = 0,a, = 1, 所 以 ， 
а, = п под 2008). 于 是 ,2008 | .因此 ,满足 条 件 的 最 小 正 整 数 为 2008. 

Жи Ян ЖШТ: a, = 2°+3°+-6°—1,я = 1,2,3 
的 每 一 项 都 互 素 的 所 有 正 整数 , 

МЕ: ”我 们 先 证 明 如 下 结论 : 对 任意 不 小 于 5 的 素数 P, 都 有 


293 + 373 4672 — 1 = 0(той p) о) 
因为 户 是 不 小 于 5 ЮЖ, ЦО, р) = 1,(3,р) = 1,(6,р) = 1, 由 费 马 小 定理 
277 = Imod p).3” = 1(mod p).6” = 1(mod p) 


求 与 此 数列 


105 


所 以 3271 +2. 371+ 671 =3+2+1 = 6(пюд p) 
m 6.27746. 37? + 6 + 6r* = 6(mod p) 

к 2 和 十 3 和 十 6 一 1 
所 以 (1) 式 成 立 ,于 是 ar = 275 + 373 + 673 — | = 0(mod р). 


Ха = 10,4: = 48. 对 任意 大 于 1 的 正 整数 n, 它 必 有 一 个 素 因数 户 若 人 {2,3}, 
(ила: > Е р 5, Ита, > 1 АХ 1 的 正 整数 都 不 符合 要 求 . 而 1 与 所 有 正 
整数 都 互 质 ,所 以 符合 题 设 要 求 的 正 整数 只 能 为 1. 

解法 2 $b, =a. +1 = HMH, =—1,0,1,2,+=,Ь, = З, = 1. H$ 
征 根 方法 易 知 


обпод p) 


burs = Пре — 365 + 366, sn =— 1,0,1, с) 
СВ f(r) = (z —2)(r — 3)(z — 6), 29702) + 3" f (3) + 6" f(6) = 0 可 得 上 式 ) 
对 任 一 大 于 ЗЕН pI (p.6) = 1. iE Жи 除 以 户 的 余数 ,由 于 不 同 的 3 元 
Нотт то 只 有 p 个 ,由 抽 民 原理 , 必 存 在 站， 1 < i < j, ВЕСЬ Баби 
Ж] 
365, == бә — Пр + 366, == б: - 115, + 365, = 360, (mod р), 


P | 366 =b- )=>р | а бр Фа. 


依 此 类 推 , 可 得 (5 Љи бо = CB, sb ›. 

АЕ ба = b- = 1(mod р), Й р | biı = 155 | ај: 

Ж)-і-1-0,.Ша,-2.р|2.ЖЯ,М)-і-ісі. NAY a = 48, 所 以 与 此 
数列 的 每 一 项 都 互 素 的 正 数 只 有 1. 

推广 我 们 常 称 题 中 的 a, HEAR. 徘 和 式 (特别 是 2 ник) 是 数学 竞赛 的 
жк. 

CD 数列 ai saro 定义 如 下 :as = 2 +A FT + 14° + 28" ln = 12,3, 

则 与 此 数列 的 每 一 项 都 互 表 的 正 整数 只 有 1,7,72 .7 ，… в 

因为 对 任 一 不 等 于 2 RT ӘЖЕ p.fi(p.28) = 1, 由 费 马 小 定理 得 

28а, = 14 + 21 +7 e 4F а oT 2.14 2g ав > 


==4.1+7.1+4.1+2 + 1+1—28 = 0(mod р). 
ВИД, р | 2ва, :=>р | а, а. RA 2 | а, , 且 易 得 7 an ,所 以 与 此 数列 的 每 一 项 都 互 


素 的 正 整数 只 有 T = 0,1,2,:). 
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进一步 推广 可 得 ， 
(2) 设 加 为 素数 ,9 = 2° ЖС КО ши = 2 (2 一 1) 为 完全 数 , 数 
Жазае- 定义 如 下 : 
а, = +2" + 2 + +2 + + ОФУ + От ++ 0719)" — 1, 1,2,3, 
则 与 此 数列 的 每 一 项 都 互 素 的 正 整数 只 有 1,9,9 g ,…( 户 三 3) 或 1(p = 2). 
М p = 2( 原 题 ) Пр- 3( 推 广 (1)) 命题 已 证 . 对 户 3 的 一 般 情 形 , 设 局 为 任 一 不 
ЗЕЯ, ШО, W) = 1, 由 费 马 小 定理 得 


Wap: = ач» + So 109029)" 一 


5 92715 + rw 


= (2F — q + (2? — 1) —W = 0(mod D), 


2-1 


D | Ма, | ar:. 又 因为 2 | а, H a, = — - 1000 9, 


Ферт, Ср.) = 1, 且 (2 一 1.9) = ФЪРТ = 1, 


2” 
> 


АШ 27 —1 = 0Cmodg= == 0(mod 4)=>а, ==— 1 g 0(mod q). 


Жр поща. = Зе -1= 51-1 = p—2 # 0(mod q). 
Маф а. п = 1,2,… 推 广 命题 得 证 . 
《3) Ж а а 定义 如 下 : 
ao 一 3 十 3。5 十 15 lsn = 1,2,3, 
则 与 此 数列 的 每 一 项 都 互 索 的 正 整数 只 有 1,3,3,3, 
因为 对 任 一 不 等 于 3 和 5 Ж p3 (p.15) = 1, 由 费 马 小 定理 得 
15ar = 5 • 39) + 3: • 57 + 157) — 15 


+143 .1+1—15 = O(mod р), 


P| 15а, аэра, 2. 
За, ,5 | а, Д 5 HFN OY АВИЖЮЕВИЯЯЗ (¢ = 0,1,2, 
《4) ЖЯ ала“ 定义 如 下 : 
а. = 2° +3 +7" +42" ln = 1,2,5. 


107 


则 与 此 数列 的 每 一 项 都 互 素 的 正 整数 只 有 形 如 2 + 3 + 7] m, k 为 非 负 整数 ) 的 所 有 
正 整数 . 
(S) ЖА as а. ,- 定义 如 下 : 


в. = 2° +3° +7° +43 + 1806 — lun = 1,2,-. 
则 与 此 数列 的 每 一 项 都 互 素 的 正 整数 只 有 1,43,43: ,…. 证 明 同上 , 


Xk BONS 


1. (2006 年 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 (山西 省 预赛) 试题 ) iota la) (n> 1) 满足 
а = аы та На, 一 |, 着 数列 的 前 2005 项 之 和 为 2006, 则 前 2006 项 的 和 等 于 


% ) 
A. 2005 B. 2006 D. 2008 
2. Божа) 满足 a, = Фан 一 со 
3 -4 
A-3 R -3 D. 2 
3. СЖ 13 BRRR” ERRA ЕЖУ a) РЕЖ За, = Та Ва 一 0, 则 前 
п 5. (Е МО 中 的 最 小 值 是 
A. S, R S, в. Su с. Sn D. 5» 
4. (2007 EE T EE SE ИКА) ET = A FH KK 1. жн о. 
到 如 图 2-12 所 未 的 0 一 1 三角 数 表 . 从 上 往 下 数 , 第 1 次 全 行 的 ”第 ! 行 11 


数 郑 为 1 的 是 第 1 行 ,第 2 次 全 行 的 数 都 为 1 的 是 第 3 行 …; 第 ВО 101 
首次 全 行 的 数 都 为 1 的 是 第 工行 ;第 61 行 中 的 1 的 个 数 是 > 个， жр 1 0 0 0 1 
° 


Их, увифия С ШР Тога 
А. пъб в 077” 
С. 2" —1,61 D. 2" 一 1.32 
"—3, п > 1000, 
Иво ит, п < 1000. 
则 fOD вия 672 
А. 997 В. 998 С. 999 D. 1000 


а МА 12] ме мо же жж айжан». 


6. Ка = ба = 
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Ма Har 十 … “ам 的 个 位 数字 为 


А. 1 в.з С. 5 D. 7 
7. йа, 一 (1 十 V2)",[4A] 表 示 不 超过 人 AA 的 最 大 整数 , 则 数列 [ai],[a],…,[a,] 
的 特征 是 


8. Жа.) фа: = 1,a = да =— 4,4, тата Нано Ша а + + 


9. RER a Же, ша = 2° За, п = 0,1,2, 定义 的 无 限 序列 fav} 是 
РЕЙН, ПИР я >0,Җ а. 一 ai, 则 所 求 的 集合 为 


- “= не _ Уза —1 
10，( 第 15 届 “ 希 望 杯 "高 二 竞赛 题 ) E kf la) 中 ла = Таи аст 
ОЕМ), аы = Š 
K 着 一 个 序列 asvai,…， 它 的 每 一 项 均 为 正 数 ,as 1, На. а. = ana (n =0, 
О. ik HH OF FIK +. 


12, (2006 ЕЩЕ ЖЕ КАЖЕ) HEAD 等 比 数列 {a.} 的 首 硕 
жа, = 2020, 公 比 q =— Û. k fO) 表示 该 数 列 的 前 项 的 积 , 则 当 呈 二 时 ， 


год киха. 
13, (Ж 23 届 半 国教 学 奥林匹克 试题 ) Ва ЗА СА С ЖЕЖ, НА, 
обрати јин $ 5, = k +++ ти 2. 证明; HE DERN n, 


EEMCS Sm] 中 有 一 个 完全 平方 数 . 
M. ШИ, бза па та 一 1, 且 ar = а ара Ma BEREK. 


15. (2007 年 江苏 省 高 中 数学 奥林匹克 冬 今 营 测 试题 ) 已 知 数列 {5,} 满足 加 一 2， 
bı = 10,6. = бр, —b.. R E, b. ANA. 1756393: 


16. ЖЯ, 定义 如 下 : д = 1,1, = кварова = 


的 整数 ,求证 : rT 十 zi 十 … 十 rmi(m EN ) 是 完全 平方 数 . 
17. (2005 年 上 海 市 高 中 教学 竞赛 试题 ) ЖЯ.) 的 通 项 公式 为 


0) - (126) Jre №. 
Ж 5, = Сл + Сл 十 C/。, 求 所 有 的 正 整数 na, 使 得 S. 能 被 8 ЕҤ. 
18，( 第 48 届 波 兰 教学 奥林匹克 试题 ) 数列 ai va ya， 定义 为 

а = 0,a, = аы +С DP и. 


л- 
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([ 肥 表示 不 超过 呈 的 最 大 整数 ]) 对 每 一 个 整数 上 > 0, 求 满足 条 件 2: п 2 a, 50 
2 2 


Өл ЛЖ. 
19. (2005 年 中 国教 学 奥林匹克 协作 体 和 夏令 营 测 试题 ) RE: 存在 惟一 的 正 整 数列 


masa 使 得 ai = Та > лан (ан —1) = — = 


Маат 一 T 十 1 
ок ARRA: 


=la = 1,2,3, 


20. 设 正 实数 序列 tomiz 


(D) ze = тов 


《2) жї = 1,2,--,1995,Ж ха + 


2z +. в НАЛА. 
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6 递 推 数 列 的 极限 


ае Е 


上 ， 求 递 推 数 列 极限 的 基本 思路 . 

CD 先 求 出 数列 的 通 项 公式 ,转化 为 十 (e>0) 与 (lal сова. 

(2) 在 已 知 极限 存在 的 前 担 下 ,可 直接 在 递 推 式 中 取 极 限 . 再 解 关于 极限 的 方程 . 

2， 求 极限 的 几 个 注意 点 . 

《1) 运用 极限 运算 法 则 ,要 注意 法 则 只 适用 于 "有 限 个 " 且 * 有 极限 "的 情形 , 届 到 和 、 
积 式 求 极限 ,应 先 求 和 , 积 再 求 极限 . 

(2) 数列 前 ”项 的 和 $. 与 各 项 和 5. 的 区 别 . а) 9 ЖЕЖ. А |41<1. 


WS 


数列 极限 反映 事物 变化 过 程 中 呈现 的 一 种 变化 趋势 一 一 稳定 性 ,可 以 解释 经 济 现象 
中 的 某 种 规律 ,提示 事物 变化 的 本 质 . 在 近 几 年 的 高 考 数学 应 用 问题 中 应 用 了 极限 思想 ， 
成 为 一 个 新 亮点 . 


Фа 


жі 用 记号 "四 "表示 求 两 个 实数 Hb 的 算术 平均 数 的 运算 , 即 a@b= 
数列 {zv} 满 足 r 0,2. 


题 分 析 


а+ 
2 


атта, Өл, ,G223),Wlimz, = МЕ: 


1 2 
+ c + D. 1 


аи REAMER. ИГЫ ШЕ ФОР И WFE. PERE ЕЗЙ! JU яж. 的 


Ме 


А.0 
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变化 趋势 , 即 可 推测 出 结果 ,注意 到 т. = r. Фол 
жун. 是 有 向 线段 z.-*z.-z 的 中 点 ,由 图 2- 13 可 知 ， 


= BL RR, DU Ини Ес. 
说 明 这 是 选择 是 的 做 法 ,也 是 我 们 理解 极限 梳 念 最 相 索 最 直观 的 方法 ,但 解答 是 


1 


№ 2-13 


的 做 法 不 同 - 
如 果 是 解答 题 ,一 般 先 构造 ov 一 


па FER а) 9324,18 а. 


жеги вал 为 首 项 , (一 去 ) 为 公 比 的 等 比 数列 的 前 Cn 一 1) 项 的 和 ,最 后 求 出 它们 的 


BR. 
这 里 的 关键 是 构造 等 比 数列 {a.}; 由 图 2 - 13 ЖИН EA, BEE Wr 


的 两 分 点 构成 的 线段 二 等 分 ,这 就 产生 了 数量 比 为 一 寺 的 一 串 有 向 线段, 从 而 想到 构 
Ша. 
解法 1 由 za = 到 (zi 十 并) 得 


тй? пи таи о, 此 为 二 阶 常 系数 齐 次 递归 方程 , 特 


Ева —r—1=0, рес Ото НЕ а =— ra =1 ERY 
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M ab (EI а, а. 
说 明理 由 . 
ЯМ ”如果 这 样 的 arb FERA, Mh a, 


EY 对 于 任意 自然 数 ， 恒 成 立 ? 若 存在 ,给 出 证 明 ; 若 不 存在 ， 


2) палатама 


5 两 边 取 极 限 , 得 a= 人, 解 得 co 一 0 或 < 一 3. 


а 


0, 则 数列 {a.)} 应 该 是 以 1 为 首 项 ,以 一 全 为 公 比 的 等 比 数列 . TA a =l, 
2 a 
ат 380 а RAME Я. 


Жаза КА а, та (Ê) TRI – 3, а. =3+3X (一 
同样 验证 аз га; ХВ НЕ ЖЯ. РАЈНЕ ВН K a,b ЖАРЕ. 


/评析 本题 方法 较 隐 项 ,如果 用 常规 方法 可 以 皖 求 出 正确 结果 ,但 是 结果 是 否 惟一 
却 较 难 确定 ,所 以 运用 极限 的 方法 自然 而 然 地 可 以 推出 矛盾 情况 .， 

投 限 思想 的 运用 需 通过 分 析 有 关 对 象 在 运动 过 程 中 的 概 限 状态 ,提取 信息 ,寻求 合 
理 的 解 荐 思 路 ,这 就 需要 思维 具有 广 半 性 和 灵活 性 . 

例 3 (2007 年 安徽 省 高 考 理科 卷 第 14 题 ) 如 图 2 - 14 所 
МОМА у-- +1 与 工 轴 的 正 半 轴 交 于 点 A ,将 线段 OA 的 
半 等 分 点 从 左 至 右 依次 记 为 P, ,Ps ,…,P. ,过 这 些 分 点 分 别 作 
工 轴 的 垂 线 , 与 抛物 线 的 交点 依次 为 Qi ,Q:,…,Q.，, 从 而 得 到 
7 一 1 个 直角 三 角形 ,依次 为 AQ,OP, AQP: Ра ДО. Ре 
也-，, 当 mc 时 ,这 些 三 角形 的 面积 之 和 的 极限 为 + 

М 如 图 2 ийл MMR y =— + 1 55 r RIE FAK 
РА 0), HERB ОА Мо ААЖ ЕБ ОАР, Рос, Ро ,过 这 些 分 点 分 别 
作 工 轴 的 垂 线 , 与 抛物 线 的 交点 依次 为 Q, О, О, ,从 而 得 到 ”一 1 4 É: 


次 是 AQIOP,,AQ:P,P:，…,AQ.-,P.:P- ,有 


于 是 , 当 ms 时 ,这 些 三 角形 的 面积 之 和 的 极限 为 : 


о (-Ю+-+0- 
т кисре чынгы, 


Я ”解答 的 过 程 中 ,用 到 了 如 下 人 恒等式, иное Sinit) antn. 
试题 设计 里 的 “以 直 代 曲 "的 极限 思想 反映 了 高 等 数学 和 初等 数学 的 巧妙 结合 . 


例 4 Ваза, 9, |,л=1,2,з, , 求 递 推 数列 的 极限 ima, 
М =o, = 1, 
n= ha = За, 
n=2a = фа 2. Бао, 
n= З,а = За = 2.5. За, 
“ 9“ зв6 5“ 


+ 
к оса <Ja- (Б) отне (вас 


ВИДЕ Ki HEN f9 lima, =0. 


#15 (2007 年 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 一 试 第 14 题 ) 如 图 2 - 15 所 示 , 有 一 列 曲线 
Р.,Р.,Р; EMP 所 围 成 的 图 形 是 面积 为 1 的 等 边 三 角形 , Pi., 是 对 P, 进行 如 下 


14 


操作 得 到 : 将 P, 的 每 条 
中 间 部 分 的 线段 去 掉 СЕ: 
а) 求 数列 {S.) 的 通 项 公式 
(2 Ж lim S.. 
解 (1) 对 P. 进行 操作 ,容易 看 出 P. 的 每 条 边 变 成 P, 的 4 条 边 , 故 P 的 边 数 为 
3X4; 同 样 , 对 P, HEIRE, P, 的 每 条 边 变 成 P, 的 4 ЖЛ. P, ВИЖ 3X4, Ш 
不 难得 到 Р, 的 边 数 为 3X4" 


А 


в Р, Р, 
82-15 


СЯР HERA S =1, ФР, БР, Р, 在 P. 的 每 条 边 上 增加 了 一 个 
小 等 边 三 角形 ,其 面积 为 末 , 而 P, 有 3 条 边 , 故 S 一 Si 二 3X 击 一 1 十 二 ,再 比较 书 与 


三 等 分 ,以 每 边 中 间 部 分 的 线段 为 边 ,向 外 作 等 边 三 角形 ,再 将 
іс S, 为 曲线 P. 所 围 成 图 形 的 面积 ., 


P, ,可知 P, 在 P, 的 每 条 边 上 增加 了 一 个 小 等 边 三 角形 ,其 面积 为 二 "а МР, Ж 3X4 


条 边 , 故 
类 伏地 有 
于 是 有 
=+- ($) 1-8-зх(4) а) 
下 面 利 用 数学 归纳 法 证 明 (1) 式 . n= 1 时 ,由 上 已 知 (1) 式 成 立 - 
BE пў, жз-%-3х(%у 


Маза ЕР 次 操作 后 ,比较 P... 58 Р.Р, Р, ВЕЩ ЕМІП 
了 一 个 小 等 边 三 角形 ,其 面积 为 3 ,而 P 有 3X4 KO hk 
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Бел =5у+3 4 5, 


зе 


综 上 ,由 数学 归纳 法 ,(1) 式 得 证 - 
4 


a les- [5-5 (5) |- E 


例 6 某 大 型 国有 企业 选择 A,B 两 个 餐厅 供应 1000 名 员工 的 午餐 , 且 由 员工 自由 
选择 在 А 餐厅 或 B 餐厅 进餐 . 有 资料 表明 : 在 本 星期 一 选 A 餐厅 的 员工 有 OMAR 
在 下 星期 一 选 A 餐厅 ;而 在 选 B 餐厅 的 员工 中 有 30 和 的 人 会 在 下 星期 一 选 A 餐厅 . 用 
тоу 分 别 表示 第 ” 个 星期 一 选 A Т.В 餐厅 进餐 的 员工 人 数 , 试 以 r，,,y。 ,表示 出 
zw 判断 随时 间 的 推移 ,在 A RIT B 餐厅 进餐 的 员工 人 数 各 自 稳定 在 多 少 人 左右 ,并 
说 明 判 断 理由 . 

分 析 “随时 间 的 推移 " 指 的 是 无 限 推移 下 去 ,由 此 可 以 联想 利用 极限 求解 . 

解 ” 依 题 意 可 知 

ж, = 0,91. +0. Зул. а) 


ж = 0,Ту +0. 14. + 


IUP n € NB >2. Хаа фуга = 1000 А) RA — Зара +300, 8.x, - 750 = 


z. — 750. 


{оу = 150) BD, 


比 的 等 比 数列 ,所 以 


3 { Зуд 
777750 T 5 ИЖ. 750} Да 一 750 为 首 项 ,二 ХА 


ж, —150 = и — тво (В) дъ = са, —1зою›(2)' +750. 


m limz, <, – тво ($) +150]= 250. 


JÊ ішу, = 1000 — 750 = 250. 


故 随时 间 的 推移 ,在 A 餐厅 进餐 的 员工 人 数 稳定 在 750 人 左右 ,在 B 餐 厅 进 餐 的 员工 
人 数 稳定 在 250 ЛЕ. 

说 明 ”由 本 例 可 以 看 出 ,运用 极限 知识 ,可 以 避免 繁 难 的 计算 ,迅速 解答 有 关 问 题 ， 

递 推 是 表达 数列 的 一 种 重要 方式 在 数列 的 运算 中 ,个 握 递 推 关系 的 灵活 运用 可 谓 
举足轻重 . 事实 上 , 递 推 作为 一 种 思想 ,一 种 从 有 限 认识 无 限 的 数学 思想 ,更 是 我 们 认识 
问题 和 解决 问题 的 一 个 重要 工具 . 

例 7 正三 角形 ABC Ф.Р, 是 AB 上 的 一 点 , 自 P. 出 发 , 作 РФ 1 BC КО, 
QR, 1 САЗ В, КОР, LAB 于 P:( 图 2-16); 再 由 P, 重复 上 述 作法 ,得 到 QR P1, 
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Вос ИМ: № псов, Р. 无 限 接近 于 AB 上 的 哪 一 点 ? 
Қ ” 设 正三 角形 的 边 长 为 BP, =r., FÆ 


ВО, = BP,cost0'=}z,. 09.-а-Вд.та- Та. y л 


ЖІ СЕ,-СО,совб0” 


АК.та- СЕ. 
МШ АР,., = AR,cos60"; 


ВР,жа- АР. =a— 


ЕТТЕР ТЕТІГІ Каана 40-20 为 首 项 ,一 坟 为 公 比 


+)". 


WN а = Fa ВУ BORDM, г. = 2а. А.Ч neooni Р, 无 限 接近 于 分 线段 
AB 为 1:2 的 内 分 点 . 
例 8 ЕА Ра во ЖЕ: а 


а) 求 过 点 Po. Pi 的 直线 ! 的 方程 } 
(2) 判断 点 P.(n > 2) 与 直线 ИН 
(3) ЖАР. 的 极限 位 置 - 


= 3. ВАНА ! 的 方程 为 = 十 y = 1. 


1 
47% 
h = Ф.А Р, ЄВА Р.И >D EMRI E 
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以 下 用 数学 归纳 法 证 明 : 
M n= 2 时 ,点 P; € L Bit n= K(k > 2) ВР, € а, +b, 


Миз Вана ba = абы ba = (+a) 1 
Ж Pus € LA P. € га 2). 


(3) Шаша = a, бића = 


=1. A 


та--а. жо, 


“ісе! түш 
та = 1 +1, яш (аці во зна, 


所 以 1 -1фата+з, 
а. а, 

у 1 = 1+2 

所 以 Ыт ат: 


所 以 点 P. — Р(0,1). 

例 9 数列 fa.) Йа, = 1, 前 mn 项 和 S, 满足 24S. — (26 + S, = АЕ 
k> Osn = 2,3,0, 

а» RIE: 数列 {av} 是 等 比 数列 ; 


(D 设 数列 fa.) Н FCD HERA) Hh = 3.0, = Ы-)о-аза, 
BAO.) 的 通 项 公式 ， 
(3) 设 c 一 名 一 2, 若 存在 mE М.Н тп, 
1 
< gg POR m ЖИМ. 
М (n> 24.245. — (2k + S. 


мж 


(сасы F сасын ++ ссн) 


= 2%. НД 2465, — Sai )— S, = 26,80 


2а.- 5. = 2k, а) 
Фани — S, = 2%. (2 
RRR 1 — 2ha, — a, = 0.80 2. = (2k + 19а... 
= ан _ 241 141 
HOD Rea = 1+ 55 ра 2% 1-2. 


ха - 1-2 符合 上 式 .所 以 fa.} 是 以 1 为 首 项 ,1 十 去 为 公 比 的 等 比 数 列 . 


о) HAD R fO = 1HE ba = (Z= : 1-2. 1 (n > 20, 
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故 Ф 2). 


хь =з,.06-2=1 去 ,所 以 数列 (6. —2) 是 以 1 为 首 项 ,去 为 公 比 


51-2 


的 等 比 数列 .所 以 六 一 2 = (+) шь =2+ (}) 


人 


(3) 由 间 (2) же, 


于 是 lim (с.с. H сасын + + сени) 


Ве 


maf h) < gl. 又 因为 512 < 669 < 1024, 故 10 > 2m — 3 > 9, И > m 
> 6. X m € N" ,所 以 mm 的 最 小 值 为 7. 
例 10 已 知 各 项 均 不 小 于 1 的 数列 {a-} WE. a -1,=1+%7.( 


- ) = 2. 试 求 ， 
а» Жана.) 的 通 项 公式 
(2) lim 5° ний. 


" 


я Dea- (1 = 


а. 


ит: = =l ak, = 2 
) Wi tia = 280 = у Ви = з 
йш о, = тт. 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 - 

эл = 1,2,3 时 ,结论 显然 成 立 . 假设 “一 人 时 ,结论 成 立 ,下 面 证 明 = k +1 时 结论 


Жїз. 


1 ++1 


жұқ” = РЕ 6 
由 下 = рь = р = БЕ. = ЖЕ n Rx. 


ЖІ 
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由 此 得 (Ce 


ha > ам = рта. +1. 


Фс. = Ум. И с = с. + n FT, Ва =1.& 
стела = cca H+ VAST = — = УЗЕ 


从 而 a= ВУИ 


(2) 注意 到 


Ха> 2 ج چ‎ - нт 5 а TFT) 


к ль, КТ > За. 

m 

从 而 

类 似 地 ,由 于 

и -гуия- к= = [a+r 54]. 


«5 женер ant) as E = 


вва 


例 11 (2006 ЖИВА 7 DER ДОМЕ, HENN a,b 
Ж Тан) ауф ЗЫ (а), НС) | <1 RE: УСНУ. 

СТАИ РЕНЕ Ж мана) то ДСО М.М 为 一 常数 ,那么 im(Cy7(z) * gC) =0.) 
证 明 HRH, HE a,b REH 

Sla + Бау +Ьуба). а) 
Фазђесл јео) =0,% a=b=1 8 fD =0,а=6= 18 f(=1)=0, 
下 面 用 反 证 法 证 明 . 
设 至 少 存在 一 点 z 使 得 f(zs) 天 0, 显 然 #0, £ 1E lz >1, HEBEK n 
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AMADOR fD =n f(z), 


m fe: 
я. 


П =,  п-=созэл oo, а ЯС) RAR, 
аала изаа EES ` gG) =0, ФА пов 
Ж. BDE 800 1 =0. Исто ЕЕ 0, СЕВ f Cre) 960, МИН 
кати лао f(a = (Еу eoo, 1. )жо ин EREK 


= Иа). 2) 


Җ п-есов), 


пСО = ить, в уа ›= fGze 17960, НИЕ 


完全 类 似 , 该 式 两 边 在 плот. 所 以 不 存在 0 一 |zo| 王 1, 使 得 7(z, во. 综 上 所 述 ， 
对 任意 实数 сон. 

JAR ， 这 是 集 抽象 函数 、 数 列 的 极限 及 高 等 数学 背景 于 一 体 的 综合 题 . 在 方法 上 ， 
首先 用 特殊 值 法 哥 路 ,继而 以 反 证 法 ( 题 意 隐 含 要 证 结论 为 : 对 任意 的 实数 工 都 有 /( 工 ) 
一 0, 这 就 具有 了 使 用 反 证 法 处 理 问 题 的 一 般 特点 ) 了 寻找 下 盾 . 这 时 ,因为 反 设 中 某 点 T 
МХ fO) 20 是 一 个 有 限 值 ,如 何 才能 把 xc 的 这 个 无 限 的 条 件 给 用 上 ,实现 有 限 到 
EMH RR? 我 们 想到 可 以 让 „>, и КН, lma 并 不 总 是 厚 在 的 。 киеней 


讨论 并 根据 z. 的 不 同 取 值 范围 采取 不 同 的 推理 形式 . 


Ў воша 
1 ез JOD 一 1 十 2 十 3 十 … 十 an АЕ ЗАО lim өт со 
А. š B 4 с.о р. 不 存在 


2. (2005 年 广东 省 高 考 理科 卷 第 10 题 ) БЕЖИ УЖА x, = Вот. - 
{е жашо > 3). Жи, = 2, 则 = єс» 
А 5 вз са D. 5 


3. Ва = lsa: = 2,а 一 则 数列 {a.} MHRA Со» 
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А. 不 存在 В 等 于 1 с. #18 D. 等 于 2 


4. 《第 13 届 "* 希 望 杯 "高 二 竞赛 题 ){a-} БОНА ЕНИ (а, 是 公差 为 坟 的 等 
ЖЖЯ, ПБ. ТИНЫ y = ал? +24. .т+а...пЕ N ) 在 工 轴 上 截 得 的 线段 长 , 则 


lim (0,0,5, + 6 БОЖЕ аа 
ла в, 24 си p. 14 


5. беа) ARa 2,4, 6.86 +: хаза а 


的 值 为 ‹ › 
А. в.2 ст р. о 


2 
2 
6. R 15 REHET GR REED E KÎ lar) 中 va = 2am = ©, 


ЕВ, = | аы —а. | ЕМ), 5, Ж.) 的 前 nm 项 和 , 则 下 列 不 等 式 中 一 定 成 立 的 是 
А. 0.3<5, <0.4 В. 0.4< 5, < 0.5 А 
С. 0.5< 5, < 0.8 D. 0.5< 5, < 0.9 
7. Аа) ЖАНН Ка. 2+1. n> Dr AHA a = 5, 则 通 项 公式 qu = 
slima, = 
8. UOA k EERE ERD ЖЯ (с) ВЕЛЕВ WE. n =а>0, 
(ее) пех. жя.) ВИЛА RAPE, ал НИЯ 
9. ЕНЖЕЯ (2-17) 28 АВ EF HFH n A 
数字 和 SOD = 1 十 3 十 6 十 … „Мт چچ‎ = 
10. ЖЯ fa) Ф. ева = Ба а Ван +a +1 | 


тама Нан +a, ), M lim S 


u. 已 知 lim ( ÊÊ - an 6) 0, 则 实数 a.6 之 和 为 


12. ARA (а, fe b.) 如 下 :ao -2.5, 
b =A МАНШ» 


З п + oo Bf lima, = 
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13. ЖЕЙ Яа.) Hn APAS E fÉ Ef (, 使 得 对 于 所 有 的 正 整数 nA 


бе дз. жш E сатни тв. 


14， 某 校 有 教职员 工 150 人 ,为 了 丰富 教 职 工 的 课余 生活 ,每 天 定时 开放 健身 房 和 娱 
ЖЕ. 据 调 查 统计 ;每 次 去 健身 房 的 从 有 ,10 名 下 次 去 娱乐 室 * 而 在 损 乐 室 的 人 有 ОИТ 
次 击 健身 房 . 请问 , 随 着 时 间 的 推移 ,去 健身 房 的 人 数 能 否 于 稳定 ? 

15. (2002 年 北京 市 高 考 春季 招生 试题 ,1957 年 上 海 高 三 竞赛 题 改编 题 ) 已 知 点 的 
序列 А,(т,,0),п € МО ЖК = 0,2. =a > 0,А, BRR AA, HF A (n >3). 

《1) йт, 5 zara RER S 3) 

(2) Жа, = тн то ЖЖ а а а KBR KH lan) 的 通 项 公式 ,并 加 以 证 明 # 

G) Ж тл, 

16. (1983 年 上 海 市 高 中 竞 去 题 改编 题 ) ЕЕ АЯР.) ЖД. Р,(—1,3),Р,(т,,у,), 
Pa Pa, // y ë 25: =— Зу. „Р.Р HHR Ж 2 В 4у,, = Зу, EP n E N’. 

Ожан ( с.) (у) 的 通 项 公式 + 

(2) ЖЯ{Р.} 是 否 存 在 极限 点 ? 若 存 在 , 求 出 该 点 的 坐标 ;否则 ,说 明理 由 , 

17. (第 15 届 * 希 望 杯 "高 二 竞赛 题 ) 图 2-18 是 由 无 限 个 图 值 均 为 10 ник 
жий И. ЖА AB ДУВВНЯНИЕ, ЛВ МЕК (ПЖ ЛА 
А.В. RF IB BH HE RM A,B Fb EEL A RCD rL RE, FM А,В, ЮША 
HREM A,B A hk EA КАО). 

《1) 求 数列 Ri R. Зе КИ 

(D ЗИНАТ ВСЕ псов) R A,B ЕНЕВ RCO): 


4 


图 2-18 
18. (1994 年 国家 集训 队 测 验 题 ) É h E É P плана" 满足 аы = 
(n € N`), R lim Ума. 


1 
а Fas Ве Fa 
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递 推 数列 与 函数 


4% 


зао MRED 


函数 与 数列 均 为 高 中 数学 的 重点 内 容 ,为 加 大 问题 的 综合 程度 和 思想 方法 运用 的 深 
度 , 常 将 函数 与 数列 两 者 交融 的 试题 作为 各 类 考试 能 力 考查 的 把 关 厦 . 

《1) 数列 是 一 类 特殊 的 函数 (其 定义 城 为 正 整 数 集 ). 因此 , 既 可 用 函数 的 性 质 和 观点 
解决 递 推 数 列 的 有 关 问 题 , 也 可 利用 数列 知识 解决 某 些 函数 问题 . 

《2) 由 函数 的 解析 式 /(z) 构 造 出 的 sr, = Fa.) 的 递 推 关系 ,是 函数 与 数列 交融 的 
最 基本 形式 ,解决 这 类 问题 最 常用 的 方法 是 改造 递 推 关系 ,从 而 把 问题 化 归 为 等 益 数 列 
或 等 比 数 列 来 解 . 

(3) 用 末 数 的 观点 看 数列 : 

Ф Иа.) ЖЖЖ a, = а, 十 (一 1)d, 可 以 写成 

а. = dent (а - 4). a) 

它 是 ”的 一 次 函数 , Cna) 为 坐标 的 一 群 离散 点 均匀 地 分 布 在 直线 上 . 公差 
T 是 相应 直线 的 斜率 . а овая ча < O i тази, ча = 0 
таа) 为 常数 数列 . 

RAAR 5. = т, + EZ Ба ,可 以 写成 


ç 4. 4 
S. = и + (a — а ја. 
CH n ОСЫ Ж OD , E o R E A ORR LE —ШЙ A. 


© 等 比 数列 fa.} 的 通 项 公式 a. = а ,可 以 写成 


фас мо. з› 
g TOE 


Чао Нот 1 УЕ ЧЕ R) 是 指数 函数 ， y= Fer € R) 是 一 个 不 


为 0 的 常数 与 指数 函数 的 积 ,因此 (3) 式 的 图 像 是 函数 y 一 也 Perae R) 的 图 像 上 的 一 
А. 
ДОО > о, а > 1 时 ,数列 递增 ; 当 0 < q < 1 f О. 


а) 解析 几何 背景 下 的 数列 问题 ,简称 为 "点 列 " 问 题 . 这 类 问题 往往 以 解析 几何 的 
点 ,直线 .曲线 的 无 限 运 动 为 背景 , 柄 数列 ,不 等 式 、 解 析 几 何以 及 导数 等 知识 于 一 体 , 综 
合 性 强 , 能 够 全 面 考查 运用 所 学 知识 分 析 问 题 与 解决 问题 的 能 力 . 因此 ,点 列 " 问 题 已 成 
为 近 几 年 高 考 与 竞赛 命题 的 新 穹 . 

“点 列 "问题 的 主要 解 题 步骤 可 分 为 3 步 第 一 步 是 根据 解析 几何 背景 抽象 出 数列 的 
霜 推 关系 式 ; 第 二 步 是 在 递 推 关系 式 的 基础 上 求 得 数列 的 通 项 或 分 析 通 项 的 性 质 ;第 三 
步 是 由 通 项 解决 数列 求 和 ,数列 极限 以 及 不 等 式 等 问题 

数学 归纳 法 是 解决 "点 列 "问题 比较 常用 的 方法 . 以 固定 曲线 上 的 "点 列 " 为 背景 的 递 
推 数 列 问题 ,只 要 将 第 ”个 点 的 坐标 代 和 人 曲线 方程 ,通常 就 可 转化 为 我 们 熟知 的 递 推 数 
列 问题 ; 按 某 种 规则 形成 的 "点 列 "问题 ,以 第 = 个 点 和 第 "十 1 个 点 (甚至 更 多 相 邻 点 ) 的 
关系 为 突破 口 , 找 出 坐标 问 的 递 推 关系 ,也 可 转化 为 我 们 匈 知 的 递 推 数列 问题 . 


umeog 


бі BARRER 2 KF 19 题 ) 定 义 域 为 只 的 函数 y— ОМИ 
R° ,对 任何 rxER, 都 有 lg[/(z+1)]+lg[LA(z 一 D)]= УЛаГ УС], 
J(z 一 2) /(х+2) 一 


м ш/а Бес 015 Уста га + Ола 1) = №. 
тала јао = Мар реа Аара 


_ (r+ Df (=1) – L. a maor, 


Раў 


ЈЕВ 此 题 的 背景 ДЕЛАЊА ао. Јо = 1, # 


Cr 十 2) 一 ИЕ - Z= Dr = fz — ти fer + 6)= јаз. W fu) 
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ДИМЕ ЖЕН ЛМ. 

数列 是 特殊 的 函 教 , 在 一 定 的 条 件 下 ,函数 与 数列 两 者 可 以 相互 转化 . 

PRA a, = ШЕЯ Па + }+1&[/(х—1)]= Ув ЈЕ ага + 
arı 二 YEas, 于 是 问题 就 化 归 为 二 只 线性 递 推 数 列 的 周期 性 问题 . 


#2 Бак f(z) = Хх > 0), f.Gz) = ДОС € N’), Ж 


I+ 
Jo (z) 的 表达 式 . 
м н/с.) 


(а > 0) f) = Ey, 
т+ 2 Юта 


вло = ab, Mal = G) = ри = трае 
Т.ДА Е 为 首 项 ,1 为 公差 的 等 基数 列 ， 


1 1 
ира = 一 一 一 
а а о-ө 


z 
та > 0). 


因此 ,av 一 (роде МОЈС) 一 (r > 0," € м). 


IF nr VIF nr 


所 以 Ји) = 
说 明 ”函数 欠 代 问题 是 各 类 各 级 考试 和 竞赛 中 的 常见 题 型 ,这 类 问题 常用 不 完全 归 


纳 法 求解 ,但 往往 不 能 揭示 其 一 般 规律 . 这 里 ， 我 们 将 其 转化 为 给 出 递 推 关 系 的 数列 问 
题 ,再 利用 数列 的 有 关 知 识 ,使 问题 简捷 、 巧 妙 地 获 解 . 


#3 жу коте о = ЕО. ус) > 0, NA ja) 满足 = 1, 
fa- 


= (> 0). 


а = 2 На, = 421,022 3). 


СО ЖЕ T = 6 是 函数 OD 的 一 个 周期 ， 
(2) 根据 函数 的 周期 性 类 比 求 数列 ano: КИН. 


м фидо = Дарв ла = f f=, 


类 推 得 Ла-?) = fiz- D .Ar 一 3)， 
НА fa- Dfa- = }бх)/(х—1)/(х—?)у(х—3), 


1 


= Беу ES 
MAD = p= Н = др = fO. 
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(2) 因为 wo „4 fOD за fn — 10) = а, „Ја — 2) = a, W f(D) = 


да; 与 (D ЖЕ ани = a, „80 6 是 数列 {a.} 各 项 组 成 函数 的 周期 , 故 us = a, = 2. 


说 明 上 面 通过 递 推 数列 与 函数 的 类 比 ,使 问题 简洁 获 解 . 遇 到 类 似 问题 时 ,如 果 我 
们 善于 联想 ,勇于 探索 ,多 加 总 结 ,运用 智慧 ,那么 就 会 类 比 出 美妙 绝伦 ,丰富 多 彩 的 性 质 . 


йз плакао = [ 


(1) 在 区 间 0 < < 3 Е у = f ВНЖ; 

о» жут: 

(3) 设 SCe)(a > O) 为 由 工 轴 ,y = Јао 5 x = а RRR CMN а AR n 
ВЖ SOD — 509 — 1); 

DR SOD; 

(5) 求 满足 SCe) > 100 的 最 小 的 自然 数 o. 

分 析 这 是 分 段 函 数 形式 的 递 推 数列 问题 ,要 充分 利用 递 推 数 列 的 工具 性 作用 完成 
解 题 任务 ， 

ка о-ө. а) 

Ма сас, 


о. 2<0, 


{z= (n~ DJF f(n—D, п алем 


лоза (п–1)) + а—1). с) 
„Оа а! ба) = + ло) = = ВИД Ја) =1, 
在 (2) 式 中 , 令 пекат ла (a= 10+ f(0 =2r—1.BDLf(2)=3, 
在 (2) 式 中 , 令 a=3,2<zr<3,f(z) 一 3(z 一 2) 十 (2) 一 3z 一 1( 如 图 3-1 所 示 ). 
(2) EDRP јап =я+ ба 1) ВЕ fo) fn 1) =n. Вр f(1 60) =1, 


在 (2) 式 中 , 令 n= 


rD- SD2 fSin DnA Е@ ШМ, D=O инат. 

(3) 由 (2) 式 得 , 当 n 一 1SzSn 时 ,f(z) 一 nfz 一 Cn 一 1)) 十 
1 ни) р ۳ 
FO Da=nr -A ЈЕСТИ ТО ЈА 


Марв SOD = 5 Сп ИЖ y= (+), ка 
z=n—l,zr=nB z 轴 所 围 成 的 梯形 面积 ,所 以 


S-S- D= Fifa +f} 11 


1 [Таль 
- | Бя-зти+ь 
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W зо-5о + BDF 


(5) 50а) = Баа+10(2а+10>100. 
由 于 (2) >0(22>0) ВЕЩ 
=1.7.8-15= 
s= 7,8. 15=70<100, 
+ 


568: * 8 < 9 * 17=102>100. 
АЕ S(a)2>100 的 最 小 自然 数 8. 
BIS оздан ња В.В... у= >o) 


上 的 点 ,Ai А А. К S x MEM A, H ЛОВА, y 
ДАВА т ДА, В.А, АРИ И н = fa E IUP B. 
为 直角 顶点 ), 如 图 3 - 2 所 示 , 设 A, ВКС. ЕМ). 
D 求 数列 {z,} 的 通 项 公式 ， 
D жи Ъ>утЕТ-1. 
图 3-2 


Ям а) 由 题 意 知 , 直 线 OB, 的 方程 为 y 一 z, 它 与 曲线 3= 土 (>>0) 的 交点 


B,(1,1), FH A, (2,0), 由 于 А Со) A. Са, r O) fh A MK ВИ ZEEE: р y 


Во WR T B MAREA AA. ESTE ptt | as 
Шр ri a =4. оваа ҰЙ ЖАЗЫНАН. =+) i т.>0, 
Ë z, =2 /n. 


с) 因为 i= ж жт = ЛЕТА 


ÈL È (AFTE) THI Тае ата, 

说 明 由 于 点 的 坐标 是 一 有 序 实 数 对 ,因此 , 当 函数 图 像 上 的 点 按照 一 定 的 规律 运 
动 时 ,其 坐标 就 呈现 出 相应 的 关系 . 从 而 生成 了 对 应 的 数列 (通常 称 为 "点 列 "). 解决 这 类 | 
问题 首先 应 从 特殊 情形 着 手 分 析 , 并 从 中 得 到 一 些 启发 ;其 次 ,通过 “取样 "分 析 , 探 索 出 
相 分 点 坐标 之 间 的 递 准 关系 再 求解 - 
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#6 ”如 图 3-3, 已 知 动 圆 与 直线 у= ЗМЕИ фу =1 н. 
O 求 动 圆 圆心 的 轨迹 C, 
CD 过 原点 作 斜 率 为 1 的 直线 交 曲 线 C F P.P, 为 第 一 象 


限 点 ), 又 过 P. 作 斜率 为 二 的 直线 交 曲 线 C 于 P:, 再 过 Р, ЕН 


素 为 十 的 直线 交 曲 线 C 于 Р, ,… ,如 此 继续 , 一 般 地 ,过 Р. {ЕЙ 


率 为 二 的 直线 交 曲线 ЕР. НЕ Р.с, 
O RIE: ТАРАЗ Са 
© RRA ON n KAH S. ERISH Izgi ЖАН. 
№ 〈1) 由 题 意 , 设 动 圆 圆心 为 P, 则 己 点 到 原点 的 距离 等 于 忆 点 到 直线 y 一 一 2 的 距 
离 ,由 抛物 线 定义 知 , 点 的 轨迹 是 以 坐标 原点 为 焦点 ,直线 y 一 一 2 为 准 线 的 抛物 线 ,其 


轨迹 方程 为 一 = (у). 
(D Ф Р, (т, һу Pass Сун) Ва = Абу, HD па = Абу НО ЕНИ 


A P.P. BRA зе mal. но а +z д 


F 


ви, 羡 s, 十 1 一 二 .因此 ,只 要 比较 4 与 3n+ 10 的 大 小 . 


当 n 一 1 时 ,4 一 13, 所 以 全 一 3n 二 10 
时 .16 一 16, 所 以 妇 一 3n 十 10: 
当 m 一 3 时 .64 二 19, 所 以 全 二 3n 十 10- 
猜测 : Чя>3 лема > За +10. 
证 法 1 用 数学 归纳 法 - 
当 n=3 时 ,显然 成 立 + 
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ЧЕ n= КОЗ, КЕ NB, 4 >3k+10; 
则 当 n=k+1 R}, 
ALSA e 024(3k+10)=[3(&+ D+10]J+9k-+272>3(k-+1)+10 
即 当 n=k+1 B, 4"2>3n+10 Әй. 
所 以 ,人 >>3n+10 яз пе М" 都 成 立 . 
证 法 2 利用 二 项 式 定理 . 
人 一 (1+3)" 一 


"а B+C ЗНС а 


Фаза 
Е ? 


Е 
2>>1+3n+9=3n+10(n2:33). 

/评析 излозжинилкниликеск WTE ижин к 

РС А ЕИ ШК Ж г. Fz, = gly ERR“, = tir ль "Нин 

地 关系 式 палио на лы) (па ба DRAMALAR. DRENDEN, A 


ЗЕНИТ ИНЫХ г. 此 时 殴 要 运用 递 推 的 方法 ,如 可 将 r. + г. рз важи 


съ 得 (一 Dr Dr, = CDT жш, = CC Diz. ВИ É tik Ha, = 


Сатана) + (ага — ага) t + (а а) +a, #8. 

例 7 (1987 年 华罗庚 金杯 竞赛 题 改编 题 ) 如 图 3 - 4 
所 示 ， 点 列 P.(0.0).P,(1,0),P,(1,1),P.(0,1),P, 
(= 1,1), P, (=1,0),P,(~1, —1), Pi (0, =D, ЈЕ 
方形 环 状 、 北向 绕 行 无 限 展开 的 . иж, 

CD А Ры» 的 位 置 + 

《2) 点 列 {P.} 中 娜 一 点 的 坐标 是 (一 20)? 

# AN (P) 在 第 一 象限 内 的 转折 点 (nn) 是 第 
ТЕМ), Ша = 3. = n + @ + 3) + 2, 


а h F(4 F5) фи =b HHT) e ди +02 + (2n +1) ].2 „+ (Bn 
+2), > 
FR аа пао феб о 


женка ва] +2 1) +3 = ы+1а>2, 
验证 知 = 3 也 适合 此 式 . 
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D Фи, < 10000 < t. К ЛЯ n = 51 € N° „Я Рико 在 由 点 (50,50) 绕 到 点 
(51,51) 的 过 程 中 . 又 因为 10000 一 上 o 一 99, 则 点 Роко 在 点 (50.50) 左 移 99 个 单位 的 位 
置 (一 49,50) Е. 

(2) 由 于 点 (一 10, 一 20) HE 31 个 单位 到 点 (21, 一 20), 再 上 移 41 个 单位 到 点 
《21,21), 且 点 (21,21) 是 第 ra = 1723 个 点 , 则 点 列 {P.) 中 ,第 tm 一 41 一 31 = 1651 个 点 
Раз 的 坐标 是 (一 10, — 20). 

说 明 ”一 般 地 ,在 点 列 {P.) 中 ,由 转折 点 (n,m)( 其 中 EN ) 左 移 2n 个 单位 到 达 转 
HACC поп) РЕВ 2n 个 单位 到 达 转折 点 (一 ,一 n)* 再 右 移 2 十 1 个 单位 到 达 转折 点 
(Cn 二 1, 一 则 ,再 上 移 2n 十 1 个 单位 便 到 达 转 折 点 (mn 十 1,m 十 1). 

例 8 (2004 年 湖南 省 高 考 理科 卷 试题 ) 如 图 3-5 MR: y=kr+l—k(k20, 


AEDS bi yoh MATA P. 直线 4 与 工 轴 交 于 Р. Р, ом 


HAL: 于 点 Q, мо Ey 轴 的 垂 线 交 直 线 FA P ,过 点 


Р, fF x MERRIER Ll: РО ik W — ЕК а 


一 系列 点 P „Ч, Ра Он Р, Оп 1,2 3) АЕ 
Е СЛЕВА 
АЕ zwe 1 а єм". 


ФЕ 
(2) 求 数列 {z。) 的 通 项 公式 
(3) 比较 2| PP, |? 5 4k" | PP, l? +5 的 大 小 . 
М CD 证 明 , 设 点 P. Ст у) тел О,, P.., 的 坐标 分 别 为 


(те (вее t) Ро СТЕ УРА рева IRR 


1 = а а ЛЕЕ 
битака D.B za I= др“. 


š ا‎ са къ ад w 
《2) НИЯ 7, =1 19 ро. 又 由 (1) 知 ze —1= са ОВК 


эх, пай а ди Юаня, АШ z. — 1= - 7 (5 
M r=} нем. 
Pr kz+]—k 
《3) 由 1, +1. BA Рима ли 


= 


Не. ЕСТЕ 
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IPP, |t ае (1-1) ое таи. 
ОЧИ > 1, МАЗ 一 去 或 4> ТМ. РР +5>1+9=10, 


而 此 时 ,0< |j | <1. РР. <ВХ142- 10. 8 2|PP.| <44" | PP; +s. 


° # o<lel <}, ке (一 去 ,0)U(o, } (Rt AFIPP, |’ +5<1+9=10, KR, 


ЗЕ 2 РР. !>В8Х1+2- 10. & 2] РР, |" > 4 | РР, |" +5. 


说 明 ”解决 点 列 问题 的 关键 ,是 通过 计算 求 出 数列 的 通 项 公式 或 递 推 关 系 ,将 问题 
转化 为 数列 问题 . 


Мо бообљиктажинњљњи ел РИС. ИХ = 1(0 < b, < 


lyn = 1,2,…). 如 图 3-6 若 椭圆 C. ЕН— Р, „Р. ВН, ова, 是 | P. 
ІЗІ P.G. | 的 等 差 中 项 ,其 中 F..G. ЖЖ С. ПЕ ЖЖ. 


а) ЖЕ: b, <>» э, 


(2) жь, = +" 并 用 S. 表示 АР.Е.С. 的 面积 , 试 


WE, Si < S, B S, > 8. (a > 3). йч 
EA D вечяяижхв,2а. 一 | Р.Е. | 十 | P.G. | = 2,W d, = 1. 由 于 准 线 


b 的 方程 是 = ТО с, Ж С, Ө ЖЕШ, МТ —1 са < L- ODRA 


n+? 


| <a <m} < тя < го. < Ê. 


VFS щ, уні у 
《2) 由 于 名 一 Ty M = УИ pg Ë Р.(а., 


2, х. 


и. ус 2143 . +2 
ж =8 ас” огу ар” 
2 ر‎ • y =? +3, 
则 =. + у = FD 
设 летя. 
_ а 3а 2) — (2n +3) • збп+2): 2 —n—3) 
м. пея 0+2)" ағ” 
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则 当 n>3 时 f Сп) <0. BJ n>3 时 fO) АВИВ, f OD> а ОКВ S> Sia 
УН s.i 5<5,. 证 毕 . 

+/ 评析 ЕШЛІ НЯЖРЗЕЖИНЕ.).(С.).(Р.) Е8 f. 的 影响 下 伴随 
移动 ,并 且 依次 地 逐 产 左 移 \ 右 移 、 接 近 两 符 标 办 

点 列 问 题 是 多 年 来 数学 竞赛 的 常规 题 型 ,是 近年 来 由 竞赛 迁移 到 高 考 的 热点 题 型 ， 
其 解 题 的 关键 是 能 探求 出 点 列 中 的 某 坐 标 数列 的 递 推 关系 或 通 项 公式 。 

点 列 问 题 跨越 高 中 数学 的 多 章 内 容 , 是 开展 研究 性 学 习 的 好 情境 ,是 培养 基本 数学 
思想 的 好 载体 ,是 命题 专家 考查 数学 学 习 潜力 的 好 题 型. 

例 10 (2000 年 河北 高 中 竞赛 题 改 编 题 ) н-пайву = 
分 别 过 每 条 抛物 线 的 焦点 Е 作 倾斜 角 为 45" 1946 А.В. В А.С. 
<0 < b ME 3-7 ж. ” 

а» ЖЖ.) (у.) (а. 46.) ААЖ, 

(2) 求证 : МА А Дре 共 线 ,点 列 В, „В: ,B,， 也 
HA. 

ОМО 由 于 抛物 线 了 = 2 Жақ 的 坐标 为 “可 
Өт ,0), 则 直线 A,B, 的 方程 为 ?一 z—2 ,与 抛物 线 方程 联 立 ,并 
HR x WB — 21 у 2 = оу. = 2 (1 一 3 = та 
ЗУ) КА z, -200-2/2.а, = 271634242). 

(2) 证 明 НМА, „А... 的 连 线 斜率 
QH- __,_ 
«тов? есі 
ЖЖ. Я А, А: A... 共 线 . 同 理 求 得 te.， 一 一 2 十 2V2 也 为 常数 , 则 点 列 B, ; 
В: Все ВА. 

JAR 点 列 问 是 具有 "* 形 ”与 " 数 "的 肥 重 特征 . HARE" RAR RARE 
解决 该 类 问题 的 首要 , 突破 本 是 的 关键 是 从 " 形 ”中 得 到 递 推 关系 的 来 源 . 

MAAFA.) НВО ЖЕНИЯ У = 2 ТСМ НЯЖТЕВН. ИНА 
RITARA ARLE) 联系 起 来 ,将 问题 转化 为 等 比 数列 问题 - 

Ян ШОЕ у = 2 — Bar? + br(a 2 0) 引 切 线 , 切 于 异 于 点 O 的 点 
Рун уд. ВИН P, 引 此 曲线 的 切线 , 切 于 不 同 于 P, 的 点 P:(z:,y), 如 此 继续 ,得 到 点 
ЛЕТТІ 

а) Жаға 


(23) „М 5.25. (из. hp S = Ê < 


Maln = 1,239). 
>, В. (а. 0), у 
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(2) R z. Уг, 的 关系 
(3) # a > 0, НЕ z. На 的 大 小 ,并 加 以 证 明 . 
№ CD 因为 y = 32° — баг +b, ИДИ ОР, HERH За — бат, +b, OP, 的 


斜率 又 为 站 = zi — Зал, + b. РЖ 34} — бак, — b = л} — Зап +b, BH z 关 0, 故 


= За 


《2) ШВ Р.Р. MRE За — бах. +6, ИИ Р.Р... 的 斜率 又 为 


жы — y. 


тва trasa Hai — Bala, + ала) +b. 


ЖА Зала —баг +b = тїз лат + тї} — Заба, + л) +b, 


整理 得 Ст) таа + т, — 3a) = 0, 
fH z, — z, 9 O, 2л. + т, — За = 0. 

š --- “-1.-3,2.-12)4.3, = 
G) Br. HA =— ўба, БА) z. 21. 3,9$ 9А = ра А 


故 数列 fr, =a) 是 以 去 ЖИЕ, АНТ ЮЖ. FH x, — 


awama, (СТ) обама аин. (E) 


Ји ， 本 题 以 曲线 的 斜率 为 背景 ,以 导数 的 几何 塌 义 为 依托 ,通过 方程 思想 建立 数 
列 的 过 推 关系 ,最 终 通过 待定 系数 法 求 得 等 比 数 列 的 通 项 ,为 分 类 讨论 不 等 式 关系 提供 
TRH. 

EPE апу 454 килижх, у ишана LER. кий 
ПОКАЗАНА AR A At i ИЗЖНИ. ки Еди» 
动 会 引起 切线 位 置 及 对 应 方程 的 变化 ,再 通过 交 轨 法 形成 皮 列 ,其 对 应 的 坐标 就 构成 了 
数列 , 解决 这 类 问题 的 思维 过 程 往往 与 题 中 描述 的 数学 过 程 一 致 

#112 HE r € [0o,1] 时 ,F(z 十 1) -2/(т). 

D РС) 表示 f(z +n) 及 Fr 一 中 ,其 中 mnE N° хе [0,1]; 

(2) ШЖ јао) = х(1—т),х € [0,1], 试 作 y = Иж Е (— оо, + со) ВИЙ. 

М 〈1) 当 "”= 1 时 ,就 是 已 知 

аз = га). Є [0,1]. а) 

Pn = 2 ва ЖО) 可 得 

лада = Па +1 +1]= 2f +1) = 2 + 2fG) = 2 fa). 
та Јат = Ра) пе N° sx € [0,1]. с» 
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ва) 有 ж = та, 
к fGe- D = +fG).z € [0,1]. D 
由 式 (3), 又 有 F(z 一 2) = f[Gr— D —1J= іу/ш--» БЕ = ло. 


猜想 Катю = f (Dz € № re [01]. а» 


对 式 (2) 与 式 (4), 不 难 用 数学 归纳 法 证 明 . 
Hn = RM, f(r +k) = 241(z) 成 立 , 则 
азар = 2f HED) = 2° 2f (x) = 2" уа), 
即 当 ”一 大 十 1 时 , (1) 式 也 成 立 . 因此 , 对 一 切 n € Моја + n) = 2f (a), 
z€ [0,1] 成 立 . 同样 可 证 (4) Ха. 
(D) 先 作出 f) = ха ~ луке [0,1] 的 图 像 , 再 根据 f(z + n) = г/с), 


атт = gf аде [0,1] ЖЖ fE th те + ПЕТ) 的 图 像 如 
图 3-8 MR. 
1 
леле [0,5 ), 
йз 已 知 函 数 1(z) 一 í де f G = 1-2 [ 
лее [$4], 
f:Giz)= —2r=+2, 


(D Н y= Сови: 

D щу-лсо (е 24))ө бажа ува = 1,a вао 
таба REA аи 

O ж Є[о р) аЛа) јад пао z. 
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М CD у= f(r) 的 图 像 如 图 3- 9. 
D hæ = 一 2 十 2,z € [去 ,1] 的 反 务 数 为 


Теке [01]. 


解法 1 由 已 知 条 件 得 w = lika = 1ha, =1– 1 ня 
站 


йо + == hlami оша =— Та 24, 


Феба плива -- 2. таня |a — 2] вы 1 эпи, —1 элю 


故 Аа = 22x, = 2-2 [1-2 (a — | 3-4-1). 
CESET TEE = e вто 1, 


йз, є [0] ka = 1. 
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例 14 ”对 任意 函数 Сл € D, 可 按 图 3-10 构 造 一 个 数列 发 生 器 ,其 工作 原理 如 下 : 
O 输入 数 据 € 呈 , 经 数列 发 生 器 输出 r, = f): F x € D, 
则 数列 发 生 器 结束 工作 : # л, € D. 则 将 zr 反馈 回 输入 端 , 再 输出 эл 


ла = fOr) ,并 按 此 规律 继续 下 去 
2 输出 
现 定 义 со = EE, r Cl 
CD RRA = шиж ge n z.) ЕТТЕН Г 
aED Уеа 

所 有 项 ; № 

(2) 车 要 数列 发 生 器 产生 一 个 无 穷 的 常数 列 , 试 求 输入 的 初始 数据 ж 
то ВАН: 图 3- 10 


(3) 若 输 入 z 时 ,产生 的 无 穷 数 列 {z。} 满足 对 任意 正 整 数 ” 均 有 
т. < т, Ж то 的 取 值 范围 . 
м они FOND OIE XIRA С oo, — ПО 1, +оо) ТА ХО Я 


(Зай и а 
有 3 项 izl = |, зт тә 


ы 
тті 


《2) BM f(r) = та За +2 = 0. r = 1 х= 2, л, 一 1 或 


也 一 2 


2 时 ,rr 一 = z. Ил, = Lox, = 1% “25,2, = 2,(n € №). 


G) WRK < EZÎ < па <x <2. 


ЗЕ т, < 六, 则 对 于 函数 


_4 в 
Ле түү ту 


#а<- 1,W| zx; = Ја) > А = Ка < zu 

маст саћа = fa) >z В1< zn <2 

以 此 类 推 可 得 数列 {zv} 的 所 有 项 均 满足 z... > z. (n € №). 

综 上 所 述 ,z € (1,2). 由 五 = Јао @ z Е (1.2). 

说 明 ”这 是 一 道 富 有 新 意 ,综合 性 、 抽 象 性 较 强 的 题目 , 由 于 本 题 题 意 不 易 理解 ,可 
先 将 它 转化 为 数学 语言 后 求解 . 这 就 要 求 我 们 慎 读 题 意 ,把 握 主 脉 , 体 会 数学 转换 , 


915 已 知 /(z) 在 (一 1.1) EARLS = LEREM zy € сто 时 ,有 


кд, | = 25. 
I = fo) = ДЕР) а.) P n = Tora = үш. 
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а) RIE: Ја) 在 (一 1,1) 上 为 奇 函数 + 
(2) Ж fz) 的 表达 式 ; 


O 是 否 存在 自然 数 m WAFER n € МОЯ 1 


кта. ше 
јао +" "тад 


ә 


<" щат 若 存在 , 求 出 m ЮВА. 


М (1) щат y= Оов, 0) = 0;Ф т = 0,48 f(0) — fO) = 7С у), В 
fO) + /С— у) 一 0, 所 以 对 于 任意 的 zE (一 1,1), 有 f) + ЛС) = 0, 故 ЛС) 在 
CLD Ежа. 

GQ) ВЖ.) WE = = + 


ашы 


fz) = ст) = Д 


X fO) 在 (一 1,1) ЕА тИ ус) = 27. ВЛ 


Ла) = ҺАН Ха) = 27. 


1 1 ая 
Fla T yG 7“ "720 2 


(3 


1 1 
КӨЛМЕН Ат ВТЕ n E N` туі Ела #7 +7 < 
8 


成 立 ， ЕЕ аат РИ НИВЕА нле, 


BUX FIER n € N’ 有 


№15. 

说 明 本 题 将 函数 .数列 和 不 等 式 的 知识 有 机 结合 ,是 难得 一 见 的 好 是 , 解决 本 题 的 
关键 是 赋值 法 在 函数 方程 中 的 应 用 ,以 及 数列 通 项 公式 的 推导 和 不 等 式 恒 成 立 问题 的 
转化 . 


ЗЕ воша 


TÊ зу н m Rk 


1 
Z+ "ty 


1. B. la) HARA XA a, = nE N’), M f lla.) 的 前 30 项 中 最 大 


Уа 
项 与 最 小 项 分 别 为 ‹ › 
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А. аза» В. asas С. ауған D. ansas 
2. ФЕЯ la.) É W n HE f S, В S, = 10,5, = 36, 则 过 点 Pona.) 和 


Qn + 2an) (n € NO РЕТРИВЕР БЕЗ pa 
А. СЪЗО һ(-1.-?) 
e +.) о (4) 
3. зак ко = [87 ¿a ZS уда) ала. ТАИ 
(а) лайв. изка 的 取 值 范围 是 со 
A. а.» B. (2,3) с. ($3) p. [8) 


4. (2005 年 辽宁 省 高 考 理科 卷 试题 ) 一 给 定 函 数 ?一 /(z) 的 图 像 在 图 3- 11 中 ,并 且 
对 任意 aiE (0.1), ВЖЖ Ха. = fla) ФЕЯ (а. ЖД а... >a, (ЄМ), 
数 的 图 像 是 мг, 


5. 函数 y SD ARSD = lg LB ¥ rSf D = ја) — ва" 
а ovrEN'), 运 用 数列 本 加 求 通 项 方法 可 类 比 求 得 函数 Л) ижи» 


6. (Ж12 届 "希望 杯 "试题 改编 ) 设 ло = 1—| z |, ба) = 11/4560 |, 
nEN Ви 1, 则 Л (2008) = 

7，( 第 13 ARAR” 高 一 tD RER =- 0.6: 5 8 f y = 0. 6x 的 图 像 交 
ФА Рабу), ft # n€ М Вп 1, HHA (0,3) ЖА(т.1,0) 的 直线 与 直线 


у= 0. Ga W ЖАЮ ЕЖ Рату & P. s P, РЕЋИ. Рыа 
кез 
зидана а ла) = Ер Лаб) = 1.60], 
ДР = 10 —1 ж 
"ЄМ. а ын. = 
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[25 52 一 > 三 
9. (2006 年 湖北 省 高 考 理科 卷 第 17 Ж) 已 知 二 次 函数 y = fo 的 图 像 经 过 坐标 原 

点 ,其 导 函 数 为 f O = 6z 一 2, 数 列 (ao HH n RE A S. ACS.) Е МО 均 在 函数 

Пун fG HERE. 

(жита) HARAR: 


D жэ, = от. RRA O) 的 前 "项 和 ,未 使 得 了 , < HHR n E N° па 


立 的 最 小 正 整数 m. 

10. 如 图 3-12, 在 y 轴 的 正 半 轴 上 依次 有 点 用，,A: 
Ж ФА А, (0.1),А, (0,10), ВАДА | = [ЗА.А.- | (и 
ADENA y = лт > O 上 依次 有 点 В.В. 
AB, 的 坐标 为 (3,3), 且 | ОВ, |= ОВ... | 十 2VZ(n 一 2,3,4， 

《1) Ялж Ж А.А. |. 

(D AEn ARERR A B, ВЕБ, 

(D REHN A.A... B... B, ВЕНА. 

l. É z 由 上 有 一 点 列 ， Pi(zs,0),Pi(rt'0),Pi(ri,0)，， 且 PPri = 
Papty KF n E NA 二 0 且 为 常数 ,zs = 0.л = lika, = ra — ла. 

CD (а, 是 等 比 数 列 ,并 求 数列 {av) HARAR: 

(D 设 fA) = Бал ВА ЖЕНОМ FC) 的 取 值 范围 

12, Е 10y PE LA — АЯР, Са sbi) Pa Cas ћуте Pp (а, Б) Үй ЖЕК 


АРАТ у = 2000(5) O < a < 10) ЕЕ. RA P A AmO УД 


BO 十 1,0) 构成 一 个 以 P. 为 顶点 的 等 腰 三 角形 . 

《1) ЖАР. 的 纵 坐 标 6。 的 表达 式 : 

2) 荐 对 每 个 正 整数 ,以 bo В. в. АКЕНИ ЕЯ ан: 

(3) В, = hibb (nE №). а RAD 中 确定 的 范围 内 的 最 小 整数 , 求 数列 
(в, 的 最 大 项 的 项 数 . 

13, Ær ЕЖ-ЯАР,,Р., Eh nZ 2H A P. Ж B RP. Pui 
Жл ЖИ 5 PRB Pon BESER Р.Р: „Р.Р, Р.Р. HEK а а о, 
asjdha = 1. 

O) F аза fe a.(n > 2.n E€ N° HRERL EN), 

(D ЕЙ: а, +а++а,<3, 

(3) Ж А Мета по 2,n EN') ,在 这 些 点 中 是 否 存在 两 点 同时 在 函数 


(z > 0) 的 图 像 上 ,如 果 存在 ,请 求 出 点 的 坐标 1 如果 不 存 在 ,请 说 明理 由 . 


тз-12 


М. 3-1, E ë B C у= 1С. у= ра 
MEND. АСЕНАО. С.у) ЖЕНИ, С, FAP. 
ЖААР, Жу 轴 的 委 线 , 交 СТА О. (трлн Ва = 1, 
a, Ен — z. b, = y, — У 

D жао #8: 

(D ЖЖ Я (а. HARAR: 


CD ева, b) AMn AAHH SRE: S, < +. 


15. Eb f = СЄ RDP y) Piny BBR у= СО HREM 


НАВВЕРРФАРНИЕЊАЕЈ. 

а) ЖЕ, AP HALEN: 

а) Жана.) 的 通 项 公式 为 a = Л) n EN m= 1,2, та) 的 
W m me Sas 

G) Fn EN’ MEERE < EAL аха Мии. 

16. веке ОВС y= VE NEAL ут xe RF РО ОВТ 
ROE ü CERA PP,(zi ,yi) НАР. # Р.О, / z ИЖ РАО. ААО, f 
ФР ДУНЖС FPPP nE N.a = 5, НО<Ь<а, Ру). 

(D RA cR a HER a> 1, 

(2) КЕЙ л, > r E r, < a(n EN); 

O методь> Ги жи, X) 2 <a nen. 

17. 过 曲线 Ci у = 2? ЕР (гну) K ff ë ñ СЮЕ! #@ҖСЖ+ PCy), 
过 Ps FHA C 的 切线 L: УЖА САТР, Созу) MERR ЯВНАЯ: Piy) 
Р, (зз уде, P.(z..y.) инт. ВВ x = Ту 

а) Ж ту. 


(D ë P. 到 直线 (йй B Р.Р.) НЕЩА. Жа, £ 


$-a) 


18. 已 知 正 项 数列 fa} Ф.а = 6. А А.(а., Ја О ER MR y = 2+1 БЕЖИ) 
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Ф.А Bnb.) 在 过 点 (0,1), 以 (1,2) 为 方 询 向 量 的 直线 上 . 
O) жита) (5) 的 通 项 公式 


а, пали. 
(2) Ж ја) 一 | š зик. PESTER € N,# fGk+27) = 410) ща, # 
存在 , 求 出 大 值 ; 若 不 存在 ,说 明理 由 
GO ЕЖЕ НЕА а саз. 


р 于 
ЖЕЖ айжан. 
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多 元 递 推 
за» 3 
中 学 阶段 涉及 的 多 元 递 推 主要 有 : 
CD 线性 递 推 方程 组 . 设 тт>?) КО (а), а, а) МИЯ а, 
aj, s а", НХ т МЫШЕК, 
ай = ала” + аи. а № ++ Жа, а” +, 
[ тала) + ашла! + +a, ча" +у,, 


сем). 


фа, yG, сб m) BERKEL a, (91, 2, е, m) 不 全 为 0, 则 
称 这 个 递 推 式 组 为 线性 递 推 式 方程 组 ,这 m 个 数列 称 为 由 递 推 方程 组 给 定 的 数列 . 

《2) 多 元 函数 列 . 含有 ја, DERRER. 

《3) 一 个 递 推 方程 中 含有 的 多 元 递 推 关系 . 求解 多 元 递 推 问题 的 常用 数学 思想 方法 
有 : 消 元 法 、 换 元 法 、 猜 想 证 明 法 、 不 等 式 法 及 优化 假设 等 . 

多 元 递 推 数 列 问题 ,在 高 考 和 竞赛 中 时 有 出 现 ,2007 年 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 第 2 
试 压轴 题 就 是 多 元 函数 问题 ,命题 趋势 应 引起 足够 的 重视 . 


Qazan 


例 1 这 是 一 个 计算 机 程序 的 操作 说 明 
ФАШ x = 1,5-1,2 = 0,n = 0; 
@ n = mn 十 1( 将 当前 = 十 1 ВНИИ п, 
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@z 十 2( 将 当前 x +2 的 值 赋予 新 的 z); 

Ф > 一 2y( 将 当前 2y КИНИ РЕНЕ у); 

© z = z + 704 Ñ z + zy HARTAN z); 

© Ш => 7000, 执 行 语句 @, 和 否则 返回 语句 ©, 

OHP nz: 

@ 程序 终止 . 

语句 O 打印 出 的 数值 为 ` - 写 出 计算 过 程 . 


М 设 =i 时 ,zyz 的 值 分 别 为 z， ЖЖ, т, = lr, = rr 十 2, 所 以 
(т. EFRA, H r. 一 2n +1. уо = 1,5. = 2.1. (у. НЯ, Н у, = 2", 
= ва + гу РАД 


“ry + лу + ау, 9392532 4762 + #2. (1) 


ЖЫ 28, = 3.20 +5° 67.20. + (nD 6 + и +) 29. (2 
Ж-Ж, 
B m3 e 2—2 2.2 —2.0 FOR FD *F* =-Т"+2+(0я+1г" 


=(2n— + 


"+2, 

К (2n 1027" +2 > 7000, 

КЕ, ВИК ЕН: z. > 7000, =, < 7000,80 @н—3)2° +2 < 1000, 可 求 得 
n= 8,z 7682, 

ЯМ ”此 题 的 关键 是 从 题目 中 读 出 数学 本 质 : MERKI n= ntl”, “r= т 
2", “3 一 27"， 工 一 z 二 zy" 的 数学 含义 ,它们 分 别 构成 累加 器 (生成 一 个 等 莽 数列 ) 或 累 


雪 器 (生成 一 个 等 比 数列 ). mM 
#2 甲乙 再三 人 玩 传 球 游戏 ,由 甲 先 传 给 乙 丙 中 的 一 A 
个 ,再 由 得 到 球 的 人 把 球 传 给 另外 两 人 中 的 一 人 ,以 此 下 £ А 
Та НИНА та г «“ 
第 6 次 球 再 次 到 甲 的 手中 的 情况 有 多 少 种 ? AAA 
за “我 们 把 乙 丙 称 为 非 甲 ,简称 " 非 "为 便于 讨论 ， # + 


тт + 
我 们 先 画 出 树 形 图 . 如 图 4 - 1 PR. ті-і 


ж № 


Е ж 
Тек та ЈЕ Ото РСС а. нови КЕ 
非 非 
得 到 球 的 情况 有 4. 种 , 根据 以 上 结构 , T ENEE E EST даи же. 
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а-1.8-0.а:-0.% 
于 是 得 аша = да, На, a = 1, а: = 0 о» 
Шан: — aam = Ваља таа.) „Вана = (а Вал аба Fita te= l, ой = = 2, 
Ai a = 2, = 一 1 或 “= 一 1, 8= 2, 这 样 (1) 式 可 变 为 


Зан == (аду а.) с) 
及 а-а +a, = Вала +а,). (3) 
УЮК а, — 2a, = 一 2, 于 是 由 (2) 式 得 
амо — 2a, = #17. а) 
(3) ЖИЙ ЖЕ a ка = 2, 于 是 由 (3) 式 得 
ам +a, = 27. с) 


но 式 和 (5) ва = 22107 此 式 为 问题 的 一 般 解 ， 


依次 可 得 au = 2, а: = 0, а, = 2, а, = 2, a, = 6, а, 一 10, 这 里 ,o = 10 为 开始 
提出 问题 的 答案 . 此 外 ,车 将 人 数 变 成 多 个 , 仍 分 甲 及 非 甲 ( 即 * 非 "), 也 可 用 此 方法 解决 . 
说 明 ”求解 过 程 体现 转化 思想 , 即 通过 消 元 将 多 元 递 推 式 转化 为 一 元 递 推 式 . 一 般 


地 ,二 元 一 阶 线性 间 推 式 | “> 


Тула тесто ау, 
MF ат. Бул 
ат. ся. + ду.) 
„новата аа) 
ал. ил. t dr. айз, 
ат, (heads 
ня ута уа + фе— ад) у. s 


ПАЈЕ I FREY ВЕНЕ ВЕНЕ. 

#3 现 有 流量 为 300m?/s 的 两 条 河流 A,B 汇 合 于 某 处 后 ,不 断 混合 ,它们 的 含 沙 量 
ЖӘЙ 2kg/m* 和 0. 2ka/m'. 假设 从 汇合 处 开始 ,沿岸 设 若干 个 观测 点 ,两 股 水 流 经 相 邻 
两 个 观测 点 的 过 程 中 ,其 混合 效果 相当 于 两 股 水 流 在 单位 时 间 内 交换 100m 的 水 量 , 即 
从 和 A 河 流 人 B 河 100m' 的 水 ,经 混合 后 ,又 从 B 河 流入 A 河 100m' 水 并 混合 , 问 从 第 几 个 
观测 点 开始 ,两 股 河水 的 含 沙 量 之 差 小 于 0. к/т (不 考虑 泥 沙 沉淀 )? 

Яғ 。 两 股 水 流 其 混合 效果 相当 于 单位 时 间 内 两 股 水 流 交换 100m? 的 水 其 ,我 们 把 
A tk ik f B 股 水 流 的 含 沙 最 分别 看 成 两 个 数列 {a.} ，{5.} ,那么 这 两 个 数列 交叉 递 推 ， 
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循环 上 升 , 且 不 容易 把 它们 分 审 开 来 ,所 以 考虑 采用 联 立 方程 的 办 法 来 解 . 

第 = 个 观测 点 A 股 水 流 的 含 阔 量 为 a.,B 股 水 流 的 含 沙 量 为 b.; 第 ”一 1 个 观测 点 A 
股 水 流 含 沙 基 为 a。,,'B 股 水 流 的 含 沙 量 为 5 ,. 从 第 ”一 1 个 观测 点 到 第 ”个 观测 点 之 问 
进行 了 交换 ,关系 如 下 : DA RK W A ВЕЖУ 100m? ЖИ, ЖАРЕ 100а., ,这 样 
的 B 股 水 流 中 含 沙 3005, , + 100а. O 从 B 股 水 流 流 人 入股 水 流 100m' 的 水 量 ,其 中 含 


8100 (3006. + 100а.1). FLEE B RAKIN A А 股 水 流 100m' 水 量 后 ， 


人 股 水 流 中 含 泥 沙 ，200a。， + 100 (3006, 1 + 100а,1) = 13006. + 900, + 


ВМИ В, 3000. ; + 100a, — 100 (3006, + 100.) 


= 169006. + Зоба ). 


综 上 所 述 ,A,B 两 股 水 流 在 第 "个 观测 点 的 含 沙 量 分 别 为 ; 


= A, 
300° + 3006, + 9004,1) = Зала + br: 


1.3 1 
306 ° 4 (9006.1 + 3004,1) = Chr Hami). 


1 
a, = 4 (За. +81), 


所 以 有 | 由 此 可 得 


1 
= дал +30: 


„э, = = 
an =b, = (anı Б) 


MI п > 6, 即 从 第 6 个 观测 点 开始 ,两 股 水 流 含 阔 量 之 差 小 于 0. 1ka/m'. 

说 明 12,013 中 用 的 是 一 种 特殊 的 递 推 方法 一 一 “ 跷 跷 板 递 推 法 ”, 也 称 "螺旋 上 
升 递 推 法 "或 “交叉 递 推 法 "这 种 方法 有 时 有 助 于 解决 一 些 疑 难 问题 . 

如 : 一 个 特殊 的 数列 1,2,5,10,21,42,85,170,341,682,…, 要 探求 它 的 构成 法 则 比 
较 困难 ,但 如 果 将 其 按 奇数 项 和 偶数 项 分 成 下 面 两 个 数列 : 


1，5，21，85，341，… ал а. 
2, 10, 42, 170, 682… 记 通 项 为 如 


MEDIE b, = да, а.) = 25. +1. 
记 原 数列 为 wx ， 则 构成 法 则 为 wu = 2ш, мыл = дим Ниш = 1, т ЭЕ. ЖІ 
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[s Sut n ] 
用 循环 数列 通 项 公式 的 计算 方法 ,进一步 可 得 w 一 ит" —3+ C рој (计算 过 程 略 ). 


на 设 数列 fo.) MOJ WE а, = 2,6 =F, аш = Êr ba = а R 
数列 通 项 a, bn. 


мо ue 2 个 弟 推 式 与 三 角 便 等 式 Там. ы а, farn sino 一 2sin 546 


常 相似 ,于 是 , 作 三 角 代 换 : а, 一 2tan 于 ,各 一 2sin 1 КАК, 


зад, а= За, 


Уа чап, 


аты 
b= Ма =? sin Ж, +", a= 


7 = Vab = sin т. 


说 明 ”有些 多 元 递 推 式 的 结构 与 三 角 函 数 中 某 些 三 角 公式 或 三 角 恒等式 的 结构 相 
同 , 可 以 类 比 有 关 三 角 公 式 及 三 角 恒等式 , 通 角 代 换 ,借助 于 三 角 运 算 ,使 问题 完美 
而 和 精巧 地 得 到 解决 . 


#5 BARAU) № WE: a нь = r a, ab. b. 


b. == 用 数学 归纳 法 证 , 略 - 


Яя ” 当 多 元 递 推 式 比较 复杂 时 ,我 们 不 妨 先 求 出 前 几 项 ,通过 分 析 , 找 出 规律 , 提 
出 猜想 ,然后 用 数学 归纳 法 严格 证 明 . 

例 6 (2002 年 澳大利亚 国家 数学 竞赛 题 ) 已 知 有 足够 多 个 1X 1 的 正方 形 和 2X 1 的 
多 米 诺 骨牌 . 设 n > 3 是 整数 , 问 拼 成 x n 的 长 方形 有 多 少 种 不 同 的 方法 ,其 中 多 米 诺 骨 
牌 较 长 的 边 与 长 方形 边 长 为 3 的 边 平行 , 且 任 意 两 块 多 米 诺 骨 牌 均 不 相 邻 . 

M ”假设 长 方形 边 长 为 3 的 边 为 竖 直 方向 ,每 一 列 要 么 是 上 面 为 一 块 多 米 诺 骨 牌 ， 
下 面 为 一 块 单位 正方 形 ; 要 么 是 上 面 为 一 块 单位 正方 形 ,下 面 为 一 块 多 米 诺 骨 牌 :要 么 是 
三 块 单位 正方 形 . 

对 于 3 X 的 长 方形 , 设 最 右面 的 一 列 是 上 面 为 一 块 多 米 诺 上 骨牌 、 下 面 为 一 块 单位 正 
方形 时 ,有 а, 种 不 同 的 拼 法 ;最 右面 的 一 列 是 上 面 为 一 块 单位 正方 形 ,下 面 为 一 块 多 米 诺 
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骨牌 时 ,有 b. 种 不 同 的 拼 法 ;最 右面 的 一 列 是 三 块 单位 正方 形 时 ,有 с. 种 不 同 的 拼 法 , 于 
а =b =a = 1. : 

因为 在 包含 一 块 多 米 诺 肯 牌 的 列 的 左边 且 与 其 相 邻 的 那 一 列 只 能 是 三 块 单位 正方 
形 ;在 包含 三 块 单位 正方 形 的 列 的 左边 且 与 其 相 贫 的 那 一列 有 可 能 的 组 合 , 所 以 ， 
аша = Ens виа = суз суа 一 0 十 入 十 co 因此 ,只 需求 d = a, + b. + с, 的 值 .因为 
да = am 十 Hem = с, He На. +h + с, = 4, +2 Х (ала Hri Fer) = а, 24,1. 
所 以 dr = d. — 24, = 0. НЕА —А—2 = 0, 特征 根 是 一 1 和 2. 

Фа. АС "+В. 2A, В ЭЕ ЖЖ), | 

BN = a + +а = 3, а та +b, +а таа + а Фуфа = 5, 


3 
所 以 | 所 以 , Mada- оре +2") 
в- +, 
3 


例 7 (2000 年 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 加 试题 ) 
јела = Та, +66, 
RW н, WUE a 一 1 如一 0 且 | С, Nq, 


= Ва, + 76. —4 
WE: a(n = 0, 1,2, ++) 是 完全 平方 数 . 
证 法 1 НО a =4, b =4.Н n>1 时 


«ал —1›+/$Ь„ = а. —1) +436, (9+4 3). 


0, 1, 2, 3 


以 此 类 推 ,可 得 
(2a, — 1) +b, = (144 МВ (2a, —1+/Sb)= (7+4 УЗ". 
同 理 (2a, 一 1) 一 V36. 一 (7 一 4V3)". 


上 面 两 式 相 加 ,得 ааа бус +}. 


由 于 7 士 4VS 一 (2 士 V8):, 所 以 ou= [二 (2+V3)" 十 二 (2 一 3) 


由 二 项 式 展开 ,得 c 
显然 “, лек. тва. 为 完全 平方 数 - 
证 法 2 НЕЯ а. = Ta, +66. 

= та. + 48а, +4252, — 27. 
7а. +65, — 3,48 426. = Та, - Ада. 1 +21, 


табу роу" Z cz 


3 一 7a. 十 6(8a + Ти, — 4) — 3 


Ша, 
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从 而 ,a- = Та, + Аваг а + Та, — Ада +21 — 27 = Ма, — a, 6. 

Ша =1= l,a 2, а, = 49 = Toms = 4,—са, G = Бат? в =7, 
由 归纳 法 易 知 数列 {c.} 是 惟一 确定 的 正 整数 数列 . 

Фа = <> та = J = 16," — весла Кел 

一 6 一 2(4c。 


一 如一 3). 


一 3 = ес Чел с) ва 一 3 


= саса 


一 aa 一 то 
Ша. = 144, 4—6. ds 一 1 由 一 4 由 惟一 性 得 : а, = d, = с!‚,п=0,1, 
“Жо 是 完全 平方 数 . 

证 法 3 ШЕ. a. = Мата 一 6. 


и an =£ (а) (2). 


Фау 


上 式 可 化 为 p. — Мр, + р. = 0. 其 特征 方程 为 对 一 14z 十 1 = 0. 解 之 ,得 
питај, z = 7—43. 


„ва = а та ША =. р = +. 


жор, = r (7 +4)" +r (7 — 4D". р, р 的 值 代 人 ,得 = L 


4 
于 是 „= Газа + 107-449, 
1 1 A 1 5 
ш ат ута а + 43. 
以 下 证 明 同 证 法 1. 
ans = = Pa, — LD + Gbir 
说 明 назидания | 因此 ,更 一 般 地 ,我 


ha = Ва, 1) + Thr, 
рено КЕШ. Фе ОА (а, ). 15.) 的 首 项 分 别 为 m, һ. 且 满足 条 件 : 
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аш = за, + yb, а) 
ва: 5%) 


Rila) Mib) 的 通 项 公式 . 
为 解决 此 问题 ,我 们 首先 证 明 下 述 引 理 : 
ЗП: (а. 满足 a. = та. БЫТ, От #0, 1, 9 天 0,mEN), 则 数列 {av} 


Пе И ВИ 
的 通 项 公式 为 {е ©" Вата тие 


Са, + (n= Dbl, "=>. 
еи ТЕ -— سي‎ 
ЕЙ С) 54 m # q „Нас "т", 


а. = (a, 


b 
TETE ме 
н а.е 


Q) Мт ове 
Ша, = Га, + (n — Dolg. 
М Чу: 关 0 时 ,由 题 设 可 知 


ала bun = ана. + (y+ ub, = (x + te) (а, ЕШЬ, ), 
EEz” 


= a + (n= Db, 


+6 (асана. e 


ЮИ mi, ЈИ La 


D 若 此 方程 有 不 等 的 根 n, n, Жа, виа = +) (а. +%,), 
累 次 和 迭代 可 得 


а +ib, = (ха) (а +), о 
Ша, +ib, = (++) (а, Фиби га, + tib, = а +n)” (а + 6), 
由 上 两 式 可 解 得 
a, = Жат аһ + ib) — (ло Еак)" laot, + ribo) , 


r= 


_ (ит) (а + tbs) — (1 + 12)" (а +b.) 
вата М 
(2) 若 方程 有 等 根 , 则 由 yz #0, Яко, 由 (3) RE b, = са) (а, +) 
—а., КАО 式 整理 得 


b, 


= ла, + [ә +) ад = (2 — 2) + а вота 
ам за. + 216 +) (а + tbo) —а.] ( >). + 2 +«) (а +). 
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由 引 理 可 求 得 相应 的 通 项 公式 , ЭҢ yz = 0 时 ,由 引 理 易 求 出 其 通 项 公式 ,此 处 覆 - 


#8 把 正 整数 按 上 小 下 大 , 左 小 右 大 的 原则 排 成 三 角形 数 表 ( 每 
一 行 比 上 一 行 多 一 个 数 ), 如 图 4 - 2 RR, ali j € МО 是 位 于 这 
个 三 角形 数 表 中 从 上 往 下 数 第 ; 行 ,从 左 往 右 数 第 1 个 数 , 如 au = 8. 
Жа, = 2007, Жі.) МИЙ, 


м за лава рут, 


ГЕРИ <гоот$ , нд i=63. 
又 j=2007- КЕ 2007-63562 4 мы i=63, у-ва, 


2 


HI 给 定 正 整数 "(* 二 2) , 按 下 述 方式 构成 倒立 的 三 角形 数 表 ; 
第 一 行 依次 写 上 数 1,2,…… ,nm* 在 上 一 行 的 每 相 邻 两 个 数 的 正中 间 写 上 
这 两 个 数 之 和 ,得 到 下 一 行 ( 比 上 一 行 少 一 个 数 ). 以 此 类 推 , 最 后 一 行 
OB n ti) 只 有 一 个 数 , 例如 ,n = 5 时 的 数 表 如 图 4 - 3 РТ. 

а) 求 第 = 行 的 数 ， 

(2) Щл = 2004 时 ,这 张 数 表 中 共有 多 少 个 数 是 2004 的 倍数 ?请 
说 明理 由 ， 


1 
3 
8 


2345 
579 
12 16 
20 28 
48 
图 4-3 


М (D 因为 1,2,… 活 是 一 个 等 差 数列 ,所 以 这 张 数 表 的 每 一 行 数 都 依次 构成 等 差 数 
PL та, аз» "е, аа 成 等 差 数列 ,公差 为 dt, 则 其 下 一 行为 m +a а, астра, + 


а-а 也 成 等 差 数列 ,公差 为 24, 故 题 设 数 表 的 各 行 均 成 等 差 数列 ,公差 依次 为 1,2,4， 


设 该 数 表 第 ; 行 第 ) TEB f Ci, 力 , 则 所 求 的 数 为 f(n，1), 易 知 
Ла, D=f(n=1, 1) 十 /mn 一 1， 2) 
-го-ъ р+ отъ, 1)+2°*] 
2700-1, 0+2" 
=2[f(n=2, D+ f(n—2, 21+2 


=> f(n=2, DH. 27 


=? ја, D+) o 27 
一 2 十 (mn 一 D) + 27 
=+) г. 


,Жа-2,10--2Г/(а-2, 1+21+2? 


151 


о 考察 数 表 中 任 一 行 的 相 邻 三 个 数 ; 
A-D А А+Р 
24 一 D гА+Р 
4А 
可 见 , 从 第 三 行 起 每 个 数 均等 于 其 正 上 方 那个 数 的 4 (ñ. 

所 以 , 数 表 中 的 从 第 三 行 起 任 一 数 被 2004 整除 的 充 要 条 件 是 它 的 正 上 方 数 能 被 501 
整除 . 

而 第 一 行 中 501 的 倍数 有 501. 1002, 1503, 2004, 它 们 的 正 下 方 数 分 别 有 500 +, 
1001 个 ,501 个 ,0 个 . 而 第 二 行 中 501 的 倍数 有 501,1503,2505,3507, 它 们 的 正 下 方 数 
分 别 有 249 个 ,750 个 ,751 个 ,250 个 . 因此 , 表 中 2004 的 售 数 的 个 数 共 有 
500+1001+501+1+249+750+751+250= 4003. 


#10 (2007 年 全 国 高 中 教学 联合 竞赛 加 试 试题 ) 设 集合 户 = (1, 2,3, 4,5) ЯНЕ 
жє РЕ ERB та SOn D = УД [EET Ка) 表示 不 大 于 < nmki 


Ж. 求证， 对 任意 正 整 数 "存在 上 4E Р Е т, В Гот, k) = n. 
证 明 ”定义 集合 A = (m АР те Мо ЄР), №" 为 正 整数 集 . 由 于 对 


МІ қ МАЧЕВЕ k, k € PREM m, т. 


任意 kiE PAR Zi 


т, УБ FT = т. /& TT МНОМ m = ma, kı = h 时 成 立 .由 于 人 A 是 一 个 无 穷 集 , 现 
将 人 中 的 元 素 按 从 小 到 大 的 顺序 排 成 一 个 无 穷 数 列 . 对 于 任意 的 正 整数 w, 设 此 数列 中 第 
пт EFT. FERR nm. БЖЖ. Кт ИЗТ < m EFT, W m < 


т МЕТ, h m BERRI. FH i = 1,2,3, 4, 5, 满足 这 个 条 件 的 m 的 个 数 为 


AFT 
[r E] un = У К+] т, D. REIHER НЕМ ,存在 m € N°, 


ВЕР, 18 fm, b) = n. 
例 11 对 任意 正 整数 对 (kt, 如 ,定义 函数 Л, h) 如下: 
соја, D =1; 
с јава p = fG, j) +2@+ р, fü, j+) = ја, p +2@+)—1). 
ЖЯ УСЕ, h) = 2007 RAA HERENI, №). 
解 шо) жез 
ја р = а, р+га +) = 1+2 2, 
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ЛВ. D = f2, D+2G+ D = 1+2-2+2.3, 


ја о 


-LDD +1] = 6-1, D +2k 
= 50-2, D +2G— D +24 


=1+2:2+2.3+- 2k 
-1+а-па+2 а) 
JEP k 为 正 整 数 . 应 用 数学 归纳 法 易 证 (1) 式 的 正确 性 . 则 样 ,应 用 递 推 和 数学 归纳 法 易 得 
Лв? = fik, D +2G + 1—1) = fk, D +2k 
2) 十 2(0k 十 2 一 1) = 4, 1)+2#+2(#+1) 


fk, ћу = fik, к— 28 +а-1- D 
УФ, h—1) +2(R+h—2) 
А 2) +20 +В 3) +2004 2) 


=, 1D F 2R HF 20+ ен + 2(R +h 2) 
= f(k, 1) + А+ А = 2900 — 1). (2) 
把 (1) 式 代入 (2) 式 得 
ЛЮ = 1+ Ck DG 2) + (2k +h — 28 —1) 
= Е+А—1)—(1—А). 
аа ЛЕГІ ЗІ 
(&+Һһ—1)# — (h— k) = 2007 《3) 
的 正 束 数 解 .注意 到 
ТА |< тажд, k) < k+h—1 (4) 
且 [V2007] = 44, 故 有 2007 = 442 + 71 № 2007 = 45: 一 18. 
®+Һ—1=45, 
据 (4) 式 ,显然 后 者 满 中 条件. (т, 
解 之 得 ,人 — 14, h = 32， 从 而 知 所 求 的 正 整 数 对 为 (14，32). 
EO 式 不 难看 出 ,所 求 的 正 整 数 对 (14，32) 是 惟一 的 . 
说 明 。 有理 数 集 是 可 数 集 . 上 面 的 证 明 方法 是 将 全 体 有 理 数 依据 一 定 的 程序 同 正 整数 
集 建立 一 一 对 应 .按照 这 种 程序 ,我 们 对 全 体 奇 正 整数 依 表 4 - 1 编 序 , 这 样 建立 了 正 整 数 集 
同 正 奇数 集 之 间 的 对 应 , 且 是 一 一 对 应 . 2007 为 奇数 ,依据 表 4 -1, 它 当然 位 于 确定 的 行 和 确 
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2 
з [а в вом 

а |o az an в 

5 [а » s 

в ja s 

7 |s 


例 12 (0006 年 国家 集训 队 考试 试题 ) 设 两 正 数列 la), (6.) 满足 
Фа = 1 ана. (6. , +) = аа + абы, "> 13 


《2) Èh <, пра 


жал өй. 

ж шааж атаа = а в), 

к а. али = ВВ. а), 
Жа- „Ма, = 1. Ша < aç = 1.81) Жай 


а > as —a, = bb (a, ~a 


иа Ур Sasa 
* z. = уын! 
пазена ОЗА +В р-н Мы 
<h +а + +b < (n+ DÊ аі, 
НЕЖЕВИЕ. 
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о» 


《2) 


сирене (== жеш ү < парт. 


1 


= 


2.52 AFR KRY 


КЕ BONS 


1. ЕЖ la), (b) HH n A fe M S A., Basit с, = a, В. +b, А. — a, * b, 
ЕМ), НЕМ) WW nf p ‹ › 


ЛА. +B. в AEs C. A, + B; D. VÄ,- B; 
2. RIS ERE ЕР ТТТ (b) 的 前 项 的 和 分 别 是 S。，T,， 


=== со 
A $ B.1 
3. Жа = б =l, a, = а +261, 6, 
мия ‹ › 
А. 1 В. 2007 с. 2 D. 2008 
4. 函数 了 定义 在 正 整数 有 序 对 的 集合 上 ,并 满足 (т, т) = z, f, у) = f(y, z), 
(«У (т, у) = yf Crs к + у), ГАА, 52) ВЖ со 
А. 364 В. 182 ся р. 无 法 计算 


5. Жана), (bln > D 满足 ah = 26. —а,, виа = 2а, —b.(n = 1, 2. 
в = 2007, а, > O(n = 2, 3, МБ $$ 2. 

6. 已 知 3: ,把 数列 {a.} 的 各 项 排 成 三 角形 ,如 图 4 ARR fi. DRRRi 
行 中 第 了 个 数 ,如 Г, 一 ar = 32". М /(10,8) = . 


0# 


а au а: а а 


图 4-4 
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т. ВОН) НИ) Ра =1, аа 26 оем А 


A= B= 
8. МИА RAAH ERN СГ ужа 
bar am ЖАЗ Бра, БА 成 等 比 数 列 , 且 ai = 1,6 = 2, а, 一 3, 求 通 项 q = 
„= 
9. miy? 两 个 整数 到 定义 如 下 。 
= = ls zı l, из = тоа Fx, n = 0, 1. 2, = 


э 1, у =— 1, уша = ул +3у„, п = 0, 1, 2 

EA: R 外 ,这 两 个 数列 没有 其 他 相同 的 项 . 

10. # 8 A PH 12% 的 盐水 300 克 ,容器 台中 有 6%6 的 盐水 300 克 , 现 约定 完成 下 列 
程序 为 一 次 操作 ， ДА, B 容 器 中 各 取 100 克 溶液 ,然后 人 投入 对 方 容器 中 .(1) Бат КА 
作 后 ,A, B 容 器 内 的 浓度 分 别 为 av 和 6 ,5 站 ， 求 证 :ao 十 加 为 定 值 , (2) 操作 多 少 次 后 ,两 


BEARN EA Hit Ag = 0.477). 


11. (2003 年 第 6 届 中 国 香港 数学 奥林匹克 试题 ) 设 六 边 形 ABCDEF 是 边 长 为 上 的 
正六 边 形 ,O 是 六 边 形 的 中 心 ,除了 六 边 形 的 每 一 条 边 ,我 们 还 从 点 O 到 每 个 顶点 连 一 条 
线段 , 共 得 到 12 条 长 度 为 1 的 线段 . 一 条 路 径 是 指 从 点 O 〇 出 发 , 沿 着 线段 最 后 又 回 到 点 DO 
МКЖ Ж 2003 的 路 径 共有 多 少 条 ? 


12. BERAZ) (y) фол, =3. и = I.E ra 一 


а 


10 та 5 
TË ма, 是 否 存在 实数 1 能 使 {z, Бо 成 为 等 比 数列 ? 如 果 存 在 , 求 出 的 值 ;如 


果 不 存在 ,请 说 明理 由 . 
13. (1990 年 全 俄 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 三 元 数组 (r... yx.)，mE N° 由 下 列 关 系 
хах. 


деи = 4 


(D жи, Ежкслжананицкиеевта; 

(2) ВЗЕХ - ЗЕ НЗЛИЯ(а.. у., =.) 满足 等 式 r. +y + е. = 07 

14. (2004 年 天 津 市 数学 竞赛 题 ) 用 1,2,3,4,5 组 成 可 以 重复 的 所 有 位 数 中 , 相 邻 
的 两 个 数字 之 差 的 绝对 值 不 超过 1. 问 具 有 这 种 性 质 的 数 有 多 少 个 ? 


15. БАНА (а. , bn € № ЯЖ AO, D, Нан = 1 十 Fg “лү 
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OREHA A, AA 5ДЮШСИШЫАФ#. 

(2) ЖИМ А. (и 24, ЕМ") БИСИНЯХ Я, HEN. 

16. Ва, = lea = Зла = Ка +), be = 2 

17. (2002 年 湖南 省 高 中 数学 竞赛 试题 ) 一 合计 算 机 甘于 的 示意 图 如 图 4 -5 所 示 , 其 
фл, Ji 表示 数据 人 口 ,C 是 计算 结果 的 出 口 .计算 过 程 是 南 J.J 分 别 输入 自然 数 m 
和 中 ,经 这 计算 后 得 自然数 丸 由 C 输出 .着 此 装置 满 忌 以 下 3 个 性 тоо о, 
ж. ФЛ, 分 别 输入 1, 则 输出 结果 11 ЕЛ ВЛЕНШЖН 
BETE J: 输入 自然 数 增 大 1, 则 输出 结果 比 原来 增 大 2:0 Ж anner 
JRA 输入 自然 数 增 大 1, 则 输出 结果 为 原来 的 2 倍 ,试问 : ай 

CD FL ВЛ, паланка, аи 5»? А 

(2) 着 Ji 输入 1， 万 输入 自然 教 四 , 则 输出 结果 为 多 少 ? 

G) #1, 输入 自然 数 2002,J: 输入 自然 教 9, 则 输出 结果 为 多 少 ? 

18. 如 图 4 - 6, 在 某 市 举办 的 机 器 人 灭火 比赛 中 ,比赛 规则 村 
求 机 器 人 从 顶点 全 开始 , 沿 正八 边 形 的 边 去 搜 村 位 于 顶 丰 正 处 的 火 
并 将 其 炮 灭 ,如果 机 器 人 在 任何 一 个 不 是 巨 的 顶 真 ,那么 它 可 以 走 
到 相 邻 顶点 中 的 任 一 点 , 当 它 到 书 点 时 就 停 在 那里 并 将 火炮 灭 . 设 
e 为 机 器 人 经 过 疾 段 到 达 已 点 的 不 同 路 线 的 条 数 , 求 ve 

19. (1994 # IMO 预选 题 ) 对 于 任何 正 整数 xo, 三 个 序列 {zv)， 
(уд eel ЖЕ ВЕЋ, 

CD у = то = и 


图 4 -5 


(D Hn SO HR т, Я ЖЖ ти = Z ya = Фу, Вали = za 


G) Hn SOR л. ЖЯ Ж, ra = x, вн = +. 
жб, RADER ЯЯ йн Ж л > 1, z = 0. 求 不 大 于 1994 ИЖИ Ж. 
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1 递 推 不 等 式 的 证 明 


类 比 递 推 数列 的 定义 ,我 们 给 出 递 推 不 等 式 的 定义 : 如 果 已 知 数列 fa,} 的 第 1 项 (或 
第 几 项 ), 且 任 一 项 a, 与 它 的 前 一 项 (或 前 几 项 ) 间 的 关系 可 以 用 一 个 不 等 式 来 表示 ,那么 
这 个 不 等 式 就 叫做 这 个 数列 的 递 推 不 等 式 . 

REKE: а, а, (一 2，3，…) 说 明 数 列 {a.} 是 递增 数列 ;oa Са, 
Cn 一 2，3，…) 说 明 数列 {fav} 是 递减 数列 . 

递 推 不 等 式 通常 出 现在 条 件 中 ,或 出 现在 结论 中 ,或 出 现在 解 题 过 程 中 . 证 明 递 推 不 
等 式 ,常用 归纳 法 ,不等式 性 质 . 基 本 不 等 式 等 ,并 可 以 将 递 推 数 列 求解 的 方法 移植 加 以 
运用 解决 问题 . 

对 递 推 不 等 式 的 考查 ,近年 来 已 从 竞赛 题 迁 移 到 高 考 中 . 

在 竞赛 和 高 考 中 出 现 的 递 推 不 等 式 问题 新 颍 多 变 ,综合 性 强 , 时 常 被 设置 为 压轴 题 ， 
成 为 新 的 热点 和 亮点 问题 . 

用 数学 归纳 法 直接 证 明 与 正 整数 ” 有 关 的 递 推 不 等 式 ,归纳 过 程 往往 会 有 一 定 的 困 
难 , 或 者 根本 证 不 出 来 ,此 时 要 强化 命题 .或 增加 起 点 ,或 两 次 运用 归纳 假设 ,或 利用 
一 mm 的 结论 ,才能 顺利 地 完成 归纳 过 渡 . 
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я! mga = 51 ЗЛЕ чао на > 2(F +++ 


证 明 han = a, 1.8 


аа) 


БАП САДЫ Пе т] 
=(@+=-+)+1>(@+++®). 

МИЯ ”上面 是 通过 构造 递 推 关系 来 证 的 . 本 题 也 可 运用 数学 归纳 法 证 明 加 强 命题 ， 
СЕМЕ ++ )+1. 


例 2 (0007 天 津 市 高 考 理科 卷 试题 ) 在 数列 а.) 中 , а, = 2, ani = м. БА + 
《2 一 1)2"(n € М, ЖФА > 0. 

D RAA a.) 的 通 项 公式 ， 

(D RAH la.) М n Я S, 


O 证 明 存 在 上 E N° ,使 得 人 < © > n € N’ R. 


Яғ 《〈1) 根 据 已 知 的 首 项 和 递 推 关系 式 可 以 求 出 as .as га, НК а, 的 通 项 公 
式 ,最 后 进行 严格 证 明 :或 者 直接 构造 一 个 新 数列 求 其 通 项 ; 
《2) 在 第 (1) 问 基础 上 , 即 结合 a. 通 项 公式 特征 ,寻求 前 ”项 和 S, 
《3) 根据 所 证 不 等 式 的 结构 特征 ,可 以 看 出 上 = 1 就 是 满足 条 件 的 具体 数值 ,然后 只 
обра, 给 出 证 明 、 
解法 1 (D RECARTE a = У +2°, а, = 2 +21, a, = ЗАС + 2 ЛЕҢ 
Ма, = (п— DA? + 2", 然后 用 数学 归纳 法 证 明 ( 略 )- 


маз жал с.о вв — (8) &— (2) 


CDE anı = да. +A" + (2 —2)2"(n € №), 1 二 0, 得 
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МӘДЕЛІ „и E 

所 以 数列 fa,} ЕМА Я а, = (n — 0А + 2". 

(2) B T. Мз + ЗА +++ + n DAT + (n—1)2", [90] 
АТ, 7 +24 + 34° + +++ (n — 20А" + (a — DAT, (2) 

МАТЕ.) — (DR, 

= + + FA — и- БА" 


-а-1а", 
2 РА — ти ка 
即 т. пра З 
这 时 数列 (a) б IRIS, - E DAT E gmt р, 


мавт, = т Ма кен р, 


(3) 猜想 С) 
МАО, a > 0. 要 使 (3) 式 成 立 ,只 要 2an < О! а, бп > 2). 
因为 СД + Da, = (4 + 4)(n Пи + Q! +4)2° 

> Un рх аха 

= 48-100 


> 2a +2" 
= га (п>2). 


писа яң ЛЕВЕ k — ПВР < SH 一 С 对 任意 上 © N° на. 

ИЗ 设 无 穷 数列 la.) 具有 以 下 性 质 : (1) а, = 11(2) 5 n € N 时 ,an ха. 

请 给 出 一 个 具有 这 种 性 质 的 无 穷 数列 ,使 得 不 等 式 企 二 王 十 … +з < 2 对 于 任意 
пем" 都 成 立 , 并 对 你 给 出 的 结果 进行 验证 (或 证 明 ). 

s 


"Ва = l; a, = 2"lal (n > 1). ЈЕВ, 


в = ћу а = 1, as = 2, a, = 16, a, = 2048, аа) Cn > 2), 从 “验证 ”的 角 


度 看 ,只 要 前 一 项 满足 2 >1, EARDERE > 1 本题 也 可 求 出 了 = = 2, 
说 明 живет на Нави 2 只 要 联想 到 熟 


悉 的 等 比 数列 | 解决 此 题 并 不 困难 ,关键 是 能 不 能 透 过 现象 看 本 质 , 抓 住 问题 核 4 


HA ааз за, а = Ran =a 1290. 1,2, но, 


其 中 "是 一 个 给 定 的 正 整 数 , 试 证 1 – <a, < 1. 


неи а 15 2+1, 
EM ата = ТТ. (1) = ti 
_ +1 _ а: дат _ ntl 
ти “7 и ие 7 ая га 
тт де—1 4" n 
® an = тит 0) < mn = 
故 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 强 化 命题: 
R1 < m < ne 
n+1 п 
га 4 < т" 09 
Ф m 一 1 时 ,命题 (1) 显 然 成 立 . 
OD HE тС пов У, 
n 1_\_я?я—#+1›) п 
am (а) (а) = Cn 一 OF Загато" 
n+l 1, пе 
am арт) Б) 
п+1 1 
EET ит) 


„+ 
-ari арт [83 "> in ра та > ва): 


п+1 


Ват FED а аорту. 
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ЕЛЕГЕ 
Жа) 式 对 1 < m по Ж т = n IR 1— < <, < 1. REE. 
说 明 ”有些 命题 ,特别 是 用 数学 归纳 法 证 明 的 命题 ,在 由 上 到 kt 十 1 的 过 程 中 ,变形 

有 困难 ,如 果 把 命题 结论 加 强 以 后 , 即 在 归纳 假设 过 程 中 也 随 之 加 强 ,更 易于 证 明 . 

但 这 里 加 强 的 不 等 式 (1) 并 不 容易 想到 . 下 面 给 出 一 种 直接 证 法 ， 


KHE O < а, < arr C = 0, 1.2, -) В arı < а, + Тал. 两 边 同 时 除 以 


кеса > 一 二 分别 取 4 一 0,，1，…，n 一 1, 并 相 加 得 


а а а а 


(аа а 


1 


另 一 方面 ,arr <a + Та, = ,ی12‎ а > = 


ден Вт 


ан >а + + «а + 
= 


п 
和 ao = а + амин 
пл H 


两 边 除 以 трн 
Ра 

(та НЕ ваја (на TS 
в = -hH 
> 和 > 
ая 1-1<а.<1. 


915 数列 (z) PEM = 4, т, = Ил. ЕЗ0 > 2). RE: 
= z —3|; 
D |z.-3|< у а 315 
оз- (2) <= <з+(2)"" 
ЕЙ (D =, = Az 十 了, 所 以 
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[= рта | (Az +3—3›‹/ ж TS 十 3) 


Мт +3+3 
n Ime =8. 
DHOM 1-36 иа (2) zs 一 3 
<($) -я- ($) н-и- (2), 


所 以 з- (2) <= <3++ (2 
例 6 《第 3 届 中 国 东南 地 区 教学 奥林匹克 试题 ) 对 任意 正 整数 ба, 是 方程 
аі 的 实数 根 ,求证 ， 
O) ami За 
~ 1 
с) атта <а. 


EM Ша + = 180 <а, <1. 


= а а-а 一 下 十 ae 一 二 
а» (=s a а ри У a 
= (awı =a.) • (ава +a. а. аи +1), 

а та, Ша Hamia, Вай + 


因为 si ана, Ва + Û >0 Жан =a, > 0,8 a. >а. 


1, 所 以 а. = 


Ф вж аа +L 


从 而 


3 1 ~ 1 Gile 
Darpa < от ОФ 


故 
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#7 在 数列 ia) виа =1, a, = "(ПЕЕВ + 


]w> 2 求证 ， 


matiu 
a, 


= n> DN 


e (1+2)(1+2)-(! +) >. 


证 明 Е 
„Ам. 1 1 
еза ти а > 
ati 
в аз пус >. 


Га щитами + = 2< НЫ 
мара, оре рана: 


aati atl, atl 
а а: 


综 上 所 述 SHEE n € N ,不 等 式 都 成 立 - 
说 明 第 (1) 问 由 数列 的 通 项 公式 证 明 其 一 个 递 推 关系 ,打破 了 这 类 问题 的 命题 定 
势 ,值得 重视 .第 (2) 问 的 证 明 应 用 了 第 (1) 问 的 结论 ,但 需要 注意 n>2 这 个 条 件 - 


яв 已 知 , ERBA la) 的 前 AANS ERE s. = e, 
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а) REA a) ЩАЗ: 
Фо жит 


+A +A ++ 
јад 


м 由 (D) 只 要 以 "十 1 ла = Се, g Su = о ид нй, 
(али — а, — Dag +a.) = 0, 因 为 数列 {fa.} 是 正 项 数列 ，a- а. 天 0, 得 ao 一 ao = 
注意 到 此 时 n> LEA a.) 为 等 数列 , 首 项 满足 a, 

(2) УЖЕ Жазав, та па- 1, 


1 


1 іі 
mt escrit" t 
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ива. Т. 一 ++ 


Pp $ 
+а а + 


1 (111... 
ажа (иа е t + 


1. 
6781756 


КЕСЕ! 1 а п 
аи + па На Рав Сто 


(0-2,3, 


例 9 ENE (а) МЕ: а 
m € N, m > 1). ЖЕ: 


«оа, < фт - 1.2, 


о іт 


ЕЙ (1) 因为 o.: — 2а, + 2а... 
Wea, =D? = 1-2 20а, < 1. 


Oln > 2) „В Ща," — 2a, +1 = 1 — 2а. 


26а, 一 ami) >О.ЖИа, > а.» 


Rha,’ — 2а, + 2a = ба > 2) Ша 
Fa, 2а > O(n = 2, сео т) са «То = 1, 2, +, m= D. 


2 


(2) Жа — га, +да. = O(n > 2), дала = а,(2—а,). 
40а) 


б-а a ас 
Ва = хор, Ха? —2а„ 24.1 = 0,910 264. Бата) = Чанта < 4, IM 
4an — an’ 一 4 时 ,此 时 ,a-， 
а +a, Саша +a, < 2. 


о а > a > 0 Ж. МЫ lan Ба.) < 4, 
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Та. = 1+ Ла. > 0, 所 以 2 一 a > а. >0, 5 


于 是 


Í ТЕКТЕН 
ш а + + +g < 2008. 


说 明 ”数列 fa.} 一 定 是 有 穷 数列 ， ИВА тази. Вазов, 


le Бы s= 
7g > FO = 2, mm DL о E. шун 


СВ гора +. < я. 这 说 明 fa,} 


不 可 能 是 无 穷 数 列 . Fla) 是 无 穷 数列 时 ,{a.) 一 定 是 复数 数列 . 
#10 数列 (a. 的 各 项 均 为 正 数 ,求证 : 


аф а % а. 
азан а Ка Tat Ж" ба Far + ару < 


分 析 жешин ния »нани ы .начижакн. 
ЕЙ 因为 fa.} 的 各 项 均 为 正 数 ， 


у а: а = а. 
m атан Ра Ба Кају К" ага фита 


За, Бар + Са Кара, Tata 
~. а. 
а Far Fo Жара Far F Fa) 


(sta atara" 


а аа + а. a 


说 明和 式 递 推 不 等 式 中 , 若 数列 的 通 项 为 分 式 型 ,可 考虑 对 其 分 母 进行 放 缩 , 若 数 


列 的 通 项 中 含有 因 式 “( 一 1)"”, 可 考虑 结合 相 邻 两 项 的 和 进行 放 缩 . 另外 ,要 热 


1 1 
用 的 放 缩 方 法 ,如 < rE 
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1 


она ы =+ 


1 
агыу x= 
I++ 一 
1++ 


(D 比较 S rs n Мт n На. KAN 

(D ЕЙ: r, < л, < = < хь» < zw" < лин < z Хе < z < z, < zr 

O 已 知 数列 {z} 的 极限 存在 ,并 且 数列 {z.) 极限 是 方程 2 一 x 一 1 = 0 的 一 个 正 
Rat OD = st = zl, ay = 2, am = a, = Аи 1, 2, с) ЖЕ a < a, 
салсе са са. 

М 〈1) 由 计算 得 : z < r, n < r. z < mi. 

D 比较 ran = 1+— r = 1+— 
1+ 1+ 


тът тез 
的 大 小 ,而 这 只 要 比较 z, 55 z, 的 大 小 即 可 ,由 此 可 得 

а < n <<" < тил < хан < 

则 理 , 可 以 证 明 < rar < та < + < л, < z, < л. 


的 大 小 ,只 要 比较 ri 与 л 


Сам = a, 


5 
而 函数 y = (Ê) 是 在 > € (2, 2 | юля 


说 明 ”第 (2) 问 也 可 采用 数学 归纳 法 证 明 . 出 现 两 种 不 同 的 单调 顺序 的 原因 ,是 因为 
函数 y 一 1 十 二 在 R' 上 为 减 函数 ,函数 y 一 1 十 一 即 y 一 2 一 二 二 在 R+ 上 为 增 函数 . 
1 十 二 


т 


例 12 ERN la.) 中 , =1 
D Евала: аа 的 大 小 ; 

Су Миа. 23-51. 

М (CD Hü N HEE n EN яа. > 0 


ем) 


因为 Ри 
所 以 
nito ‚ 
К; 3 
ПЕТ 
= TET I <9. 
故 азама За. 


(2) 证 法 1 HERM, a =1, ar = Ê, a, = 2, 


tt = E +1 > 1, Ша за XEW а, = 1,Ж о, > 10922). 
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设 реа, а) 


则 (2 


《1) 式 一 (2) 式 ,得 


证 法 2 HEME, a, = а = Ê, a = Û. 


мяз з Î = 2< 号, 知 不 等 式 成 立 , RIL n = kG > 3) 时 ,不 


PAREM a > 3 = СЫ. жа, 
#+1 k(k+1 
am = (в) > (+1) (8561) з 2 


GQ HE anı > 3 一 Ы gee- “СЫР ы-і, кщ, 


з= 


例 13 (2007 年 四 川 省 高 考 理科 卷 压轴 是 ) 设 函 数 o = (1+1) сем R 
п>1,хЄЁ). 
CD # x = GRR (1+) вн жй, 


D 对 任意 的 实数 r ELED EAD > CCF CD ЖЕТТІ 


(D дава с м ан < 3: (1+ E) < Ka 二 Di 合成 立 ? 若 存在 , 试 证 明 你 | 
的 结论 并 求 出 。 的 值 ; 著 不 存在 ,请 说 明理 由 
м “1) 展 开 式 中 二 项 式 系数 最 大 的 项 是 第 4 项 ,这 项 是 CH (1) = 20, 


(2) 方法 1 F(2) +/ = (1 +) + +1) 
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греди а 
>Ціз1у > а(1+ 1) (+1) 
22(1+1 уар+1)- 27 са). 
ИРА? > fcc) ща. 


йй? 因 (2z) + (2) = +) (+) 


>2 + 1) (1+2) (1+4), 
marc = 2 人 (1 十 去) (12) RER 1+ нъ + 1) 进行 比较 , 


Фо ама йо = 1—1 = = оны = 1, 


BRAM O < x Т, g (2) < 0, g(z) 单调 递减 ; 当 ]1 < x <+ оо Rt, g(r) > 0, 
&(z) 单调 递增 ,所 以 在 > = 1 处 gCz) 有 极 小 值 1. 
HM > а gO) > (1) 一 1, 从 而 有 > 一 Inz > 1, х > Inz 十 1 > lnz, 故 


на > в(1+1 м. 
所 以 ја + д > 2(1+1 ) (1+ 2)> (1+2 (1+1 ). 


BD f(2) + f(2) > 2 太 (z)， 原 不 等 式 成 立 , 
(3) Wm € N.B m > 1 有 


Haragei +a 


таа) +. а АЕ)! 


ыт: 


ка 
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<2+1 بچ و دوت‎ 
са + ар tit + 


1 1 1 1 
тр МИМ: >з МЫМ аср 
шы 二 是 -1 
-+(1-з) аз (ға 

=3-1 <3. 


жиз с. (l) оао, 3,4, = та ТУ <a. 2< (1+) <3, 


从 而 有 nc È (1+) <<3 成 立 , 即 存在 a 一 2, 使 得 2x< 


(1+4) <a mms. 
B14 (2007 年 浙江 省 高 考 理科 卷 第 21 DE НИКИ (а. ОНИ а, а, 
是 关于 > 的 方程 ra 一 (3k 十 20)z 十 3k。 2 一 0 的 两 个 根 , 且 as San (=1, 2, 3, 
(1) Жай, аз» ass аз 
(2) 求 数列 {a.} 的 前 2m 项 和 Si 
с 记 јод = (15881 +з), 


sinn 


руль‏ )ر 1 ر ر1 
Я PP = НИЯ t x‏ 
аа: аа, ГІЛ а-ға‏ 


1 5 z 
жи ат. €N). 


М (D HAGHO ЗА 2 一 0 的 两 个 根 为 r ЗА, лута M =1 Rf, 
От а = 23 4 62 Вл, =6, та Дата вези, 
8, =4 Rf vz =12, x, = 16, ВИЛ а = 12. 


(2) та а + На = (3+6+--+3n) HOH + 2) 


—_3т+3я 
+ 


Фе а (аа Кылы 
同时 т. а НР 
А-а СІ 


Ско ТЕТЫ ул ВРЕДИ 
За зха + (z+ 
1 <5 


5 
ШЕТУ 
综 上 , 当 nEN' 时, «Т.В, 
ЯМ ”如 果 按照 常规 先 找 f(m) 的 规律 再 求 和 ,思维 将 受阻. 在 找 不 到 规律 的 情况 下 ,我 
们 从 最 简单 的 情形 开始 分 析 , 具 体 地 计算 Ti T, 的 值 ,从 中 发 现 规律 完成 题目 的 证 明 . 
ЗС DII Е ЯНЕ. 
азанын = а тура 2 казано В 2>3 BELL 
1 1 е 1/1 1 
лан <ЗЕ ЗОРЕ 9 [+ FFT): 


1 


a ai =4 ets ш. 


а, 


маа, hegoan, 2 =k, 


аза, аза, аа aan 


тұн) 
1 


>0. 


24 72 192 457180 192 


-D= 8)1 


所 以 т.» + (2 Іш 
аа 


同时 


1 1 
аер ami (ра КС 
<-пва (ван ав те 
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因此 таа 


аа: аза, аза, ша, ayan (ақан ашаа 
1.5 
< 6 2 2 


rg 1_) 


BEIE M нем, 1<1.<8. 
15 (2005 年 中 国教 学 奥林匹克 第 4 DEMBA Ца ЖЖ a, =l, 


2a. 一 3a- п>г. а» 


1 
ја. 5% 
证 明 AORE 2а. 3 an FÊ Eb, =a, n=, 2; ы 
3 2: 3 
b=, +, tg(bt) 


р а Вяз (63) зоват (2 )'— ы. ың. 


22.22. 
MARE (-ан)(% [= (4 ре Г Jím- 1. о» 
СИРИЈИ 


所 以 ян) < 


Ж. 也 可 以 根据 平均 不 等 式 导出 . 
б-н јање | ај] (у, 


由 于 т22. 8 жя. 
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НЕР 


1) (2) на --ы<(2) идея 


Jemi. 


" ӨЧЕ Jer % 


N о<и<1. (ORY г(т—г')<т—1, 


С] а= D[m—- ат е 1030, 

此 不 等 式 显 然 成 立 ,从 而 原 不 等 式 成 立 . 

MIG (2008 年 中 国 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 给 定 整数 "二 3, 证 明 : 集 合 X= (1, 2, 
下 一 只 能 写成 商 个 不 相交 的 非 空子 集 的 并 ,使 得 每 一 个 子 集 均 不 包含 n PER 


жаған, жа, oe, п] 


а, аз, фута, a Ca Ха <а АВ a, < 
ЕН, Р}, TEHL, ere KHR), kml, 2, чаят, 
|Т. 下 面 证 明 S, T 即 为 满足 题目 要 求 的 两 个 子 集 . ИЖ,ЗОТ 


Х=@,НҢ& Ur x. кк, 如 果 S 中 存在 ТЖ Ка, а. ал, а За, са ДВ 
aetates, pez, m, n 
w ала Жана та k=2, с, п—1. a) 


RA а.Є5,. 由 于 1S, -| 一 m 故 in 一 1 а), a +, а, kn MUP EDR 
n= |S | =ni PE Sa UUS. P. REMER, GERAS GGD HARI 
中 至 少 两 个 数 . 设 最 小 的 一 个 为 w M а, „ € $, „Ма, Е $ UU $,-,. 

于 是 анна, |5, | —1=)—1, атака > Ту |+1=]. 

ВИД аи a, Са, – а, ПЖ ЯМ. 故 S 中 不 存在 ”个 元 素 满 足 题 中 假设 . Б] 
理 ,T 中 亦 不 存在 这 样 的 ”个 元 素 , 这 表明 5. T 即 为 满足 题 中 要 求 的 两 个 子 集 . 


ЭЁ oa 
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k = RED пе МО АТ. BREF ЕА би > 了 的 最 大 整数 了 , 则 下 列 四 个 数 中 与 


Te 最 接近 的 是 с оэ. 
А. 2008 В. 2007 С. 1007 D. 1005 
2. (2008 PRB PREFERRED KFA E E RN la) Вава 0.65. 为数 
на.) 的 前 中 项 和 ,证 明 : 
OD жтт РЕМ Я тіне гр. + 


(2) ам < шел Я 
3. (2003 年 第 2 局 女子 教学 奥林匹克 试题 ) ы 定义 如 下 ;al = 2, anı та: — 


a, +1 (n = 1, 2, 3, Ra, 1— руни < 2 +1 + >1 


4. 已 知 数列 {a.) фи = 1, am -2(а + ПО ан аа 
«>з+(Ф)” 
5. а) ЗЕДФЕКЯ € М" Вия). Жі. 
(1+2) (4+2 1... -(1+2)< (1+9 


Zara, 


6. ku, а+о(+ Еј (1 5)> тт. 


7. (2006 年 浙江 省 高 考 理科 状 压 灿 题 ) 已 知 函 数 f(z) = + 
А (х,}(х, РО 8% —Жл 一 1, 以 后 各 项 接 如 下 方式 取 定 : у 
曲线 y Л) (а, Лан) 处 的 切线 与 经 过 (0,0)》 ФС. | 
Ја О 两 点 的 直线 平行 (如 图 5-1). 求 证 : 当 mE N H, 
О) +. = Зала да 


за- 


үч iya 
(2) <=<(2) < ms- 
в БЮЖЯ (4.1 ARa = Т.а, = ani Hha REEL a<n. 
. * = br ar = аа + дар RE Са. < п. 
9. (2007 年 浙江 省 高 中 数学 会 考 压轴 题 ) KF r.) 满足 


За. плаж. 
ztn плаж. 
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O) поло ла 


бобу = ra Fn Fh, n E N". ж. ЖЯ ES kE. 


(3) 记 Sa, 十 rz, 是否 存在 数 集 A, 使 CE A 时, 不等式 


+а 


Вр > За 对 任意 m ст уон, AETHER., 


10. (2008 Ж ФИФО СЛ Жл Ж) 试题 ) 已 知 1 са <V7，i 一 1，2 
п, ФЕИ п 2. 


(D ЖЕ; 对 于 一 切 的 正 整数 i, 都 有 


- фа 


(2) #5- È отту UMR PAR am = a. 


11. (2003 年 湖南 省 数学 竞赛 试题 改编 ) 设 函数 》 = FO) HR XAN R В r< o, 
> Бран ту fee + у) = МОДУ 成 立 ,数列 {a) 满足 a, = 50) R 


Лен) 
а» да На 
ожа (о) (1 十 十) (+ Д) ттн нем мда. 
љижки. 


12， 已 知 数列 fa,) WK a = 1, ама, 一 1 = 
а) ЕЙ, УТ а. < УЗ", 


(2) 求 整数 四 ,使 得 тіж. 

13. PME IO R $ RM E LE 2 阶段 试题 ) Ева = 1, а 一 

аа За 
HFa n 2 ,证 骨 52 < ann < 65. 

14. (2004 年 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 第 2 试 第 2 88) 在 平面 直角 坐标 系 0y Fy 
正 半 轴 上 的 点 列 {A.} 5 b y= 25220) ЕНАЯ{В.} ЖЕ |ОА, | = |ОВ, 


ЕВА, В. Ez BERRIEN asê В, 的 模 坐标 为 bm Є N ER: 
(D a, ан > 4, нЕ Ма 


бам = a, 


(D FE m EN ,使 得 对 任意 > њ BAE + ++, п 2004, 


15. 在 10у 平面 上 有 一 系列 点 P. (zu, у), ам, У), се, Р,(т,, уз, се, 
ТЕК л, ЕР. RATER Y = F(r >0) HER E. BA P. Ша OP, ух фф 
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М, В ОР, 5 ӨР. 又 彼此 外 切 - 若 = 1, B ха < rz.G € М"). 
D 求证 数列 | 于 | 是 等 基数 列 ， 


(2) Ж ОР. HERAN S. T, 一 VS + /S, +: + УБ, R iE: Т, <. 

16, ЯЖЯКИ (а) 具有 以 下 性 质 ， Фа = о © š n€ N в.а, Sans. 

《1) 请 给 出 一 个 具有 这 种 性 质 的 无 劳 数 列 、 жөтелі... 254 a -<1 
对 于 任意 的 EN 都 成 立 ,并 对 你 给 出 的 结果 进行 验证 (或 这 明 1 


OQ) 着 如 = a 


„ЖРФПЕМ ВЕЩИ b) f W n AHB, ШИ: 


1 
Ма 
0< В, < 2. 

17. ОТЕЖАВА BRID E PRHA y 一 一 2z на Û 


1) на (21. -Т)евия анавт в. ста. 

CD ЖДАВС 的 重心 的 轨 吉 方程 ,并 表示 成 y = CD 形式 ， 
жя оси < RR аа = Ложа, Уд < 4. 

18. (2007 ЖМИ REF МАНИЯ) KA) ЕБВ la.) Арам = 


Таа +2 > 1, n € N. 


а) Жа = 4,9. 
Ф Hn > 28 Жана > 24,1 


®ап>1н,жя an > (2а. 


《2) Жа ШИ, Вин, ЖЕ <п—1, 
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2 ， 递 推 不 等 式 的 解法 


ae 知识 扫描 


1. 定义 

递 推 不 等 式 含有 未 知 数列 ,那么 递 推 不 等 式 的 解 就 是 某 个 数列 或 某 类 数列 . 

定义 ! пики. 满足 所 给 的 递 推 不 等 式 ,就 称 {a,} 为 该 递 推 不 等 式 的 解数 列 
或 一 个 解 ， 

递 推 不 等 式 的 解 中 通常 都 含有 作为 参数 出 现 的 任意 数列 (下 面 简称 参数 列 ). 

定义 2 可 以 表示 为 јад На. Па f(z +2) +++ ан f(z t) <b, 
JEP а, а, е, ani 及 为 给 定常 数 的 不 等 式 称 为 4 阶 线性 函数 不 等 式 . 

ЗА а fo) + ај Сп +1) +а Ст + 2) + Tas fin ЊЕ) € b HE = n, 
пем ”的 特殊 情况 、 

2. 几 个 结论 

下 面 会 反复 用 到 如 下 的 结论 ， 

O) Ва > O, S, = а +а + а Ша > 00 << л)еэ{5,} 单调 递增 ., 

iE: S, = S., +a, > Seta, > 0, 

(2) Ва > 1, Т. = a, Ша > 1(2 < i < пет.) 单调 递增 . 

ШЕВА: 在 (1) PH gT, SS, ща, = а, , 即 可 得 证 . 

з 递 推 不 等 式 的 解法 
> fla), n € № 取 等 号 时 ,可 以 得 到 相应 的 递 推 数 列 or， = 
Га), n € N .因此 , 递 推 不 等 式 可 以 看 作 递 推 数列 的 推广 形式 . 

对 迷 推 不 等 式 的 研究 ,笔者 已 历时 3 年 多 ,本 单元 中 的 结论 几乎 都 是 第 一 次 公开 发 
ж. 至 于 更 为 一 般 的 具有 函数 解 的 本 数 元 不 等 式 ,有 兴趣 的 读者 请 参阅 近期 将 出 版 的 笔 
者 的 专著 函数 元 不 等 式 ). 
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Я! i 7 为 定义 在 所 有 正 整数 上 的 证 值 函数 ,f(1) =1Н 
га+о> (+) өз, а)» 
ЩЖ fn). 
м MARRERO 得 
Ја + fo) 5 
"Мао 


Ф кб = LOD Жар?) RER (л + D ОТТЕГІ 


fO) = прот), 
Хор BEWE: 对 € N’ 4 gn + > (л), ка) = 1 的 任意 数列 
JAN ， 解 递 推 不 等 式 的 基本 方法 : 通过 引入 参数 列 ， 转 化 为 递 推 数 列 来 解 。 
参数 列 可 以 直接 引入, 也 可 以 对 原 递 推 不 等 式 作 适 当 变 形 后 再 引入 ,这 要 看 所 给 递 
推 不 等 式 的 外 形 结构 特点 而 定 . 如 例 1 ,实际 上 也 可 直接 设 


ао (1+ 1)» = ко), Мб) > ба 22.1). 
但 求解 过 程 不 如 上 面 解法 简洁 . 
%2 设 / 为 定义 在 所 有 正 整数 上 的 实 函数 ,7f(1) = 2 R. 
ут +1) >2 йа а», 


Ж f OD. 
М ”由 已 知 条 件 , 易 知 f(n) > 0, 在 所 给 递 推 不 等 式 两 边 取 对 数 ,得 


log: Сп + 1) > 208, f(m +1, 
两 边 同 加 上 1.49 
log; f(n + D + 1 > Пов: Ст) + 1], 
两 边 同 除 以 2" 得 
log: /\ 
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4 zo = ELD FI gy gD = 2, и > ка. 
故 所 给 递 推 不 等 式 的 解 是 Оп) = V, ДРЕВНИ кор 满足 g(1) = 2, 
801 + D > код. 
ЛЕН Брам > ааба >0, а >0, 850) 可 通过 对 数 变换 转化 为 一 阶 线性 不 
ERAM. 如 : 
Ë f 为 定义 在 所 有 正 整数 上 的 实 函数 ,ae > 0,6 = 1—af(1) > 0 且 
INHD SfM- ај ст] (n> D, 


ЩЖ S w. 

WR: 1 -лато>а — ја | oe, КИНИ 26. 

өз É YE DXEBUHE WB нан, SO = 1 B 
Fint) > (n+ DfOD + 2n (n> 1), 


ж/о). 
қ 在 所 给 递 推 不 等 式 两 边 同 除 以 (* 十 1)1 ,得 


f+ D > fO) у 2n Каз > 10) ер 


(+ ар а+ ОГ G+ D! Cn 二 DT 
Део fe) 1 а Да) +2 f +2 
" аи > thir arn) и > На. 


А02 gel g1 = До = 


所 给 函数 不 等 式 的 解 是 Ги) = та) 一 2, 其 中 任意 数列 gO) ЖЕКО) = 3, 
g(n+ 1) > ко). 
Яп -RH в/о) У ЕЈ ВРТУ 
а. > Года, + сп) а» 
给 出 的 数列 fa} 的 通 项 公式 可 用 * 逐 和 法 " жн. 在 1) 式 两 边 同 除 fO) fO 一 
Der ГО ЖЕНЕН | Сп) — 1: СО fO) |) 得 


+ g Cn 十 1) 240). 


а, + dn) 
DID Ffa = Та 


хола река > fG=1 


sf bı Sb, + 


> а. ат 
То DeD о п DeD 


ПА g) Vgm 20), 


181 


аута +609 


RAEAN”, h b, = (b, Б) + (bı Б) еф — b) БЕНО ЖЕЙН 
а, = f(n— 1): f(2) f(1)8, R th ВТ АЖИ. 
ма ш/о) 为 定义 在 自然 数 集 上 的 正 值 函数 ,7(1) =1 ARE: 
/т—1)— ја) < nf (n= јат, Vn >2 а) 
HR S. 
REL 将 (1) 式 两 边 同 除 ftn 一 DAC) ,可 得 


1 
Ха FOLD <": Ұя>2. 


令 Z та рт 0: Ven) < n, n > 2. ЕС 
依次 以 2，3，…， „ЕЛ (2) XPH n FI 
а» 
(3) 
1 = м б) 
Те) a-p 8. 
HK н 1 PERR, ва 
78-75 ++ - Уаз. 
所 以 ја) = =. 
1+ Хес 
МЕ: но) 式 两 边 同 除 以 fn 一 ОГ 可 得 
1 1 
по“ та -ђ 5" yn>2. 
[nt aD + +2+11 < ggg = [n= D+ +2+11. 
уу ава НОО = r > = оваа 


推 不 等 式 的 解 为 


ло = 


а 
Ка +1) +2g(n) 
其 中 任意 函数 (л) 满足 g(1) = 0, код < (1-1. 


жа ARD о ЯК САМАН ОЗА 
1 арс паж 
„пса ва века = ЕР, 
2 
WD fo) > TD’ Y" € N. 


注 2 这 种 方法 多 是 用 于 将 递 推 不 等 式 转化 为 定义 城 是 自然 数 的 函数 方程 后 , 先 找 
出 fO) 的 某 个 递归 公式 ,然后 依次 取 ” 为 自然 数 1,， 2，…, ТИКАШНАХ ТО 
个 等 式 ,设法 利用 这 些 等 式 消去 ло 以 外 其 他 形式 的 函数 , 即 可 求 出 所 给 不 等 式 的 解 . 
递归 数列 求 和 实质 上 是 将 的 解析 式 表 示 成 某 个 数列 的 前 几 项 之 和 

例 5 ЕК а.) фа, >2а +n (Uh n RAT 1 的 整数 )， 

A) Жа) 是 等 差 数列 , 求 fa.} 的 通 项 公式 . 

《2) (a,) 能 否 为 等 比 数 列 ? 若 可 能 , 求 其 通 项 公式 : 若 不 能 ,请 说 明理 由 . 

М Са, = 2a +800, Маб) 2 n. 

Та) 是 等 差 数列 , 设 公差 为 4, 则 a. = а + (n Dd 4 


а, + (п = Dd > а, +(n—2)d] + ge), 


gin) <-а + (3- та > n, 
Bp a, -34 + та +1) SO(n Е Z, n> 1). а) 
а —3d+d+1< 0 а < 24—1 қ š 
м WN aei 时 ,0 RERS. Ba) 的 通 项 
АК: 


а <24-1, 


4<-і. 


a, + (n= рат | 


(2) ва 是 等 比 数列 , 设 公 比 为 9. 则 由 a. 
(т) = аф — Зала = a,(q — 2)q" > n. 


Фа. + (Ст) ,得 


解 得 9 一 3. а, = 4. ЖЕ аф = гаф +4,Ва, = 2а, +4, ЖИ (а,) 不 可 
能 为 等 比 数列 . 
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/评析 本题 是 一 个 探索 性 问题 ,两 个 小 是 采用 了 不 同 的 论证 方法 (1) PAEAN 
列 的 通 项 公式 ,而 (2) 中 只 利用 了 等 比 数列 的 前 几 项 进行 检验 ,但 殊途同归 ,矛盾 的 普 迄 
性 与 特殊 性 在 这 里 发 挥 了 同样 的 作用 . 

事实 上 ,是 给 的 数列 通 项 是 可 以 用 如 下 的 方法 直接 求 出 来 的 : 

во пада фл ва +п 2 > 2a, +n +, $b, = а,+ +2, b, > 
26, ТАЖЯ (5) 受 等 比 型 递归 不 等 式 约束 . ПЛЕВЕН о» 2), Ф 
b. = gO), i METIE b, = Бок ОКВ) СО B 

а,+п+2 = (а, +35 Са) gUn), а, =— п— 2 + (a + Са) но. 

说 明 ”条 件 中 不 等 式 改 为 等 式 , 只 要 令 gn) = 2, 就 相应 的 可 

b, = 20,1 ЗАО) 是 等 比 型 数列 ,bo = 275, „Ша. +n + 2 
《an 上 的 通 项 公式 是 a, == n — 2 + 2 (а) +3). 

#6 设 /为 定义 在 所 有 正 整 数 上 的 实 函 数 ,7(1) = 1, f(2) = 2H 


жә > Jo+D 一 fn， о» 


«а + 3) ,数列 


ШОК fO). 
м ”将 (1) 改写 为 


дано лечь > [еър о] оу 
因为 А) = 1, SD = 2, 所 以 由 (2) 可 推 知 对 Үнем”. Ло D T fO) >0, 
因此 我 们 可 引入 参 函数 KVM >43,% 
га? ао = gm [fn +) рую] С) 
2 2 £ 
由 (1) 起 可 得 
fe+D- f = вы [f(D = za] 


= gn Dan [79-0-6792] 


= gn Den 2) #00 О] 


Ге оо = Зао ви 2g) 


€ o 


两 边 同 乘 2 一 ,可 得 
гла+0- 273 fO) = 32° gG — Би 2-8). D 
Фп = 2,3, о п, a—1 个 式 子 相 加 得 
RTS = f(D +3 + 68) +12602) + +3 2 и Dg(n—2---g(I 
故 所 给 不 等 式 的 解 是 
1 士 3+6g(D) 十 128(2) 十 … 十 3X2r1g(n 一 DEC 一 2)8C1) 
E , 


fO) = 
РЕШЕ OD WE кор > 1. 
Ж Mem = 去 时 ,得 到 满足 f(1) =1, Хо = 2 且 
tm+2) = јап +1) -{/% 


的 函数 方程 的 解 是 fO) = 


87 设 /为 定义 在 所 有 正 整 数 上 的 实 函 数 ,/(1) = + B 


> ЖЕЛ 
к ады: GSD, а» 


若 递 推 不 等 式 的 解 可 表示 为 fo 一 ы TAW (gD) 的 单调 性 ， 
# 由 已 知 条 件 , 易 知 fO) > 0, 在 (1) 两 边 取 倒数 ,得 


ER 
+70 > ар =). (2) 
两 边 同 减 去 3, 得 
1 
Тео тіз ар” 1], 
ЕРЛЕР 3" 4E 
А оран s 
"рој ров!) 
tsiz- ШЫ код, areo =з 1] 3, код > ка +1), 


由 此 可 见 ,{fg(m)} 是 单调 递减 数列 - 
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ЛЯВ 在 (2) 中 令 фо) = * 则 可 化 为 关于 gD 的 一 阶 线 性 不 等 式 再 解 - 


705. 
ва ЈЕЛИ оаа, + ва „+ уа. > O RER, tE SHE ЛЕ ЈЕ ЕК п, REF ага, > 
OR ала, < 0) Бем 转化 为 一 阶 线性 不 等 式 再 解 . 


本 例 也 可 直接 将 f = Т2 со КАС 中 进行 判断 


Из 整数 数列 {a.} 定义 如 下 : 


= SREL 
a = 2, a = 1, у Сал 


ЖИЖИ a.. 

№ низини o., 能 否 由 条 件 得 出 熟悉 的 常 系数 线性 递 推 式 呢 ?大 胆 猜 
W: am = м, + аа, р, q 为 待定 的 常数 

试 算 该 数列 的 前 面 几 项 ,可 知 w, = 2, а, = 7, а, = 25, а, = 89, + 确定 猜测 中 的 
b. q ВИИ а = За, + 2а... т 22 2. 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 上 述 猜 想 . 

M n= 2, 3 时 ,上 述 猜 想 成 立 . 

Еп, Н аыл = За, + даљ 成 立 , 则 对 上 一 ”十 1 的 情形 ,有 


а m аа (За, да,а) _ я 
а. a, 


注意 到 


целата) 


aa س‎ |> 


利用 а. 为 整数 , 且 


Гама = (Зам + 2а,) |= 


- Ge. 141. 
с а |> 1+1 


ВИД ана = 3a + 2а.. РАИ k = п 1 的 情形 成 立 . 
综 上 可 知 , 数 列 fa.) 满足 : а = 2, а: = 7, а, = За. +2а,:, n = 3, 4, е. ЖН] 
特征 方程 法 求解 这 个 常 系数 齐 次 线性 递 推 式 ,可 得 
x уп) 
Е 2). 


11+5 /17 (3 + ИТ) 17-5 у17(3— 
ио (у) Биг тим 
RA ЖЕФ а.) 由 递 推 不 等 式 给 出 , 且 惟 一 确定 .求解 方法 是 猜测 证 明 法 . 
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这 种 先 猜 后 证 的 方法 需要 有 一 定 的 胆识 和 数学 直觉 , 它 是 数学 发 现 的 主要 途径 之 一 . 
йэ BASD > ВЕЖУ ја) > оо —2, нем. 
解 ВЕУ > 2, 缚 合 fn 十 1) > f OD 2, n€ М ИЕ f(D > 2. 因 此 


Мине AOD > 1, Ло) = AOD + кру, n € N ,代入 所 给 递 推 不 等 式 ,得 


1 
(n+ D+ ЕТ > [кө + 5] -2. 


1 
即 An + D аа > #0 + OD 49 
由 递 推 不 等 式 (1) 可 得 
u 1 № = 
Вов > корт A+ = о Ја = арына 


аз А) > 1, 由 上 可 得 ; 


h(n + D Sh? (n+1), ова (n + D) > ова сто, кеми > къл, 


Фо) = behin, М ка + > ва), ко) = келч, на. тй. 


“" .所 以 题 给 递 推 不 等 式 的 通 解 是 FO EN 
JEP (Спо) 是 单调 递增 且 g(1) = 1 的 任意 数列 ,a = hO) > 1 满足 关系 式 1(1) + 


#0 Вера) z. plr) = r +3r, H аа Со) = + да С) - фиг), 
REN’. # fO) = a, KW ñ fe F FR D fan) > с (2) јао > 
Lf. (421. 

мо (1) 由 于 方程 L = a 对 任意 的 实数 < 都 有 正 数 解 ,所 以 我 们 可 设 


„> 0. и=1,2, 3, 
тте =)= e}, = женат 
1. С 1 
Ф-Т) i aa 
мкін Л... (22 > e [f.CGr)] Ва — джан 


所 以 (tn ВРО (1+ раят „2, 3, ша 


t > танк 44 


пат)» Рава > о n= 


log, te log, ta 


Пов, tmi 2 (2k — Dogu t, тоу ту: ет 


log, 
МЕ ко > gD, НВО = pr = 1. E 


4 = еа 
НИНА ло = Те, У, (кб) BNR Н 4(1) 
= ! 的 任意 数列 . | 

(2) 类 似 (1), 由 со даба Cry alis т ‚жй, в, 
两 边 取 对 数 ,得 log, с. > (2k 一 Diog, tesi» (2k "log, t. > (2k — "log, tır Ф 


‚жаган ажан D =, Ep n = 


>= 


у 


gO) = (2k — 1)7"ов, 


вне Сап) ЖАН као = 1 的 任意 数列 . 


Жазопа 


1. (2007 年 全 国 高 中 教学 联合 竞赛 (江苏 省 堵 区 ) 初赛 试题) ВИ la) 中 ,ai = 
1, ал Sa, 3.0.1 > a, +2. R аи. 

2. 设 /为 定义 在 所 有 正 整数 上 的 正 值 函数 ,7(1) = 1EnfOn+1)2(1+m) fO) + 
а, (n=l, a ви КЖ f n). 

з. вв ја) = ЗВТ Ло фр > ЛС) -2, n€ N 的 解 可 表示 为 


sm = (E1) +(6#1) „е №. # gn) > 1. n € N° Мас 227. 


z 
4. МЖЯХ f(0) 0 5 fO) (т) > бп m) + мт), n, m € Z th h 
了 :也 一 及 之 集合 , 试 求 


аз 满足 л = Ê 的 一 个 函数 fo) ем, 


(D ЖА га) = V3 的 一 个 函数 (тем. 
5. 设 了 为 定义 在 所 有 正 整 数 上 的 正 值 函数 ,7(1) = 1 E 
Ла+ D > 2f(n) +3п— 11) о» 
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试 求 O. 
6. 设 了 为 定义 在 所 有 正人 整数 上 的 正 值 函数 ,7(1) = 9 Н fn 十 1) — 4f(n) — 20 X 


VI > 25( S DRR f). 
7. & fO) 为 定义 在 自然 数 上 的 函数 ,F(1) 一 1 калә 231 п 10). 
Улі RR УО). 


8. 设 / 为 定义 在 所 有 正 整 数 上 的 正 值 函数 


5. 


Ул о, fO) = 1 RS, > 


[ren + 75]: ж/о). 


9. ж уян ЕЕ нааж О = 3 SD уо >O Фа > DRR 
fo. 

10. ва) =1, f(D =3 EAR fo) >3/‹л—1›—2/(а—2), Vn23. RR Гор. 

ll. RSD = 1, f(2) = 8 BA О) > Уто = DG =, vn € N, и»з, 
WAR fO. 


= (по 十 2 
E. RSD 一 2 且 ло > ДОЗА ka fon. 


13. HEK FIN? Rt, fO) = 1, 试 解 递 推 不 等 式 (n+ D зали), (a, а> 
0,441). 

М. ВИП) =>, а > 0, fO) 满足 分 式 线性 递 推 不 等 式 Ја + 1) > 
1 š 
3 [rn + ер, JRR fem. 


15. 设 ДР =, МЕЖ јап + > POD —3f(n), n € N°. 

16. ЖЕ: На =З, а; =5 RF $ Маан па, < Матад фи > 2, 
пЕМ 可 惟一 确定 正 整 数列 (av 上 - 

17. 设 了 为 定义 在 所 有 正 整数 上 的 实 函数 ,F(1) = 1, f(2) = 2, f(3) =2 E 
А+ «ала + + а +) — Вл жж fo. 


18. (2007 АЕН 设 正 整数 数列 {a} RE: ai = 4, 且 对 于 任 
уль 
34+ 1 


e «2+1. 
n ati 


тек ж2+ 1. 


(1) жааз 
O RRA la) WAN AXR an. 
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其 他 可 转化 为 递 推 的 问题 


зае ЕВ 


数列 是 一 类 特殊 的 函数 , 它 广泛 地 存在 于 科学 研究 .工程 技术 ,日常 生活 之 中 ,我 们 
能 够 举 出 许多 有 关 数 列 的 例子 ,并 且 得 心 应 手 地 处 理 其 中 的 一 些 特殊 数列 ,但 是 由 于 数 
列 的 表现 形式 各 异 , 有 些 数列 构成 规律 的 呈现 方式 较为 复杂 ,给 解决 问题 带 来 了 一 些 困 
难 , 从 前 5 讲 的 讨论 中 可 以 看 出 , 递 推 不 仅 是 我 们 对 待 事物 的 一 种 认识 ,更 是 解决 问题 的 
一 种 重要 思想 和 方法 . 利用 递 推 思想 解 题 深刻 独特 、 简 消 明 快 ,所 以 在 问题 解决 的 过 程 
中 ,我 们 应 努力 树立 递 推 的 意识 . 

在 本 讲 中 ,我 们 将 讨论 其 他 可 转化 为 递 推 的 问题 ,如 编程 问题 ,计数 问题 ,编号 问题 ， 
概率 问题 ,染色 问题 ,实验 操作 性 问题 等 ,它们 本 身 与 正 整 数 相 关 , 或 可 通过 转化 为 与 正 
整数 相关 的 问题 , 


у 例题 分 村 


тз 有 人 编 了 一 个 程序 ,从 1 开始 ,交错 地 伍 加 法 或 乘法 (第 一 次 可 以 是 加 法 ,也 可 
РА ЛЕДЕНЕ). 每 次 加 法 ,将 上 次 的 运算 结果 加 2 或 加 3: 每 次 做 乘法 ,将 上 次 的 运算 结果 乘 2 
RR з. 例如 :30 可 以 这 样 得 到 ， 1% a ao — 30, 证 明 。 

(1) 可 以 得 到 22; 

(2) 可 以 得 到 2 ”十 2 一 2. 

证 明 HERRN a.) ,将 上 次 的 运算 结果 乘 :后 加 2 对 应 的 记 为 w., 且 ww = 1, 
КЕН а. = 2а. +2.а., = да: +2(n > 2) ,两 式 相 减 得 : 


= 2" а — а) = 3 + 27, 


а = Зала — 
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i + (aş — a) + (a, — 
=1+за+2+2 + +2 
2-1 


=1+3 


=3.2- а) 

Мп = ава = 3° 2° —2 = 22, 即 为 本 题 中 第 (1) 问 的 答案 . 因此 ,(1) 式 是 该 题 的 
一 般 情形 . 在 此 基础 上 将 (1) 式 乘 2 加 3 得 :3. 2" 一 1, 再 将 它 和 村 3 加 2 得 : 9*2" 一 1, 最 后 ， 
HER 2 Во 2 — 2 = 279 + 2" 一 2. 这 就 是 第 (2) 问 的 一 般 情 形 . 5 n = 96 时 , 值 为 
2 十 27 一 2, 是 本 题 的 结果 . 

说 明 利用 递 推 数列 不 仅 推广 了 这 道 题 的 结论 ,还 揭示 了 该 题 中 两 问题 间 的 内 在 
KK. 

#2 4 个 球 的 大 图 最 多 可 将 一 个 球面 分 成 2. 

-个 大 贺 将 球面 分 成 w =2 个 部 分 ,2 AKERRA а 一 4 个 部 分 ,注意 到 ,第 3 

个 大 圆 被 前 面 两 个 大 圆 分 成 4 段 红 , 而 每 段 弧 均 使 它 所 在 的 区 域 一 分 为 二 , 共 使 球面 增 
加 14 个 部 分 ,所 以 ,3 个 大 图 将 球面 分 成 =а:+4=8 个 部 分 . 

Ыя, 4 个 大 圆 被 前 3 个 大 图 分 成 6 段 ,使 球面 增加 6 个 部 分 ,4 个 大 图 将 球面 分 
Жа = а, + 6 = 14 个 部 分 所 以 ,4 个 球 的 大 辆 最 多 可 将 球面 分 成 14 个 部 分 . 

жи 问题 可 以 推广 为 ;61) ”个 大 圆 可 将 一 个 球面 分 成 几 部 分 ? 

М 设 " 个 大 贺 最 多 可 将 一 个 球面 分 成 ov 个 部 分 „Юй: а =2, а =4, а, 58, 

第 个 大 加 被 前 = 一 1 个 大 加 分 成 2(n 一 1) 段 ,每 自 均 将 它 所 在 的 区 城 一 分 为 二 , 共 
使 球面 增加 了 2(" 一 1) АЯ а, Sa 209—1), 


所 以 ал = Sktan nte 


将 na=4 代 人 ,得 : алии. 

那么 ,这 个 大 贺 最 多 可 将 球体 分 成 多 少 个 部 分 ? 事实 上 ,每 个 球面 的 一 个 部 分 都 
对 应 着 球体 的 一 个 部 分 ,所 以 ,这 呈 个 大 图 最 多 也 可 将 球体 分 成 对 一 "十 2 个 部 分 

(2) 球面 的 #* 个 圆 ( 大 圆 或 小 圆 ) 最 多 可 将 球体 分 成 几 个 部 分 ? 

м ”这 个 问题 与 前 面 担 到 的 问题 有 所 不 同 . 设 最 多 可 分 成 o. 个 部 分 ,虽然 w 一 2, 
а; = 4, а, 一 8 一 样 , 但 第 "十 1 个 圆 面 被 前 ”个 图 面 分 成 ( 严 十 na 十 2)72 块 ,( 同 样 应 用 
甫 推 数列 知识 推 得 ) 每 一 块 使 它 所 在 的 球体 部 分 一 分 为 二 , 共 增 加 (到 十 a 十 2)72 个 部 
分 ,所 以 


am =at оё +n +, а, = а WEDO +), 
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解 计数 问题 往往 需要 综合 运用 许多 数学 思想 方法 与 解 题 技巧 ,是 考察 数学 能 力 的 好 
жы. 

#3 RH l, 2.3, 4，5 五 个 编 了 号 的 小 球 和 五 个 编 了 号 的 小 箱 , 现 要 将 五 个 球 放 
人 五 个 箱 中 , 且 1 号 球 不 能 放 在 1 号 箱 中 ,2 号 球 不 能 放 在 2 号 箱 中 ,…,5 号 球 不 能 放 在 
5 号 箱 中 ,每 个 箱 中 只 能 放 一 个 小 球 . 问 有 多 少 种 不 同 解法 ? 

Ят 下 面 来 看 这 类 题 的 一 般 形式 : 

现 有 1,2,3,…，na 个 编 了 号 的 小 球 和 个 编 了 号 的 箱 , 一 个 球 放 在 一 个 箱 里 且 不 
对 号 ,有 多 少 种 不 同 放 法 ? 

ж itn га, 种 放 法 , 则 不 同 个 数 球 的 放 法 数 对 应 于 数列 {a)、 

加 号 球 共有 "一 1 种 放 法 ,不 妨 设 将 其 放 人 2 号 箱 中 ,此 时 剩 下 一 1 个 球 和 nm 一 1 个 
箱 (如 图 6- 1 所 示 ). 


о ogomo о @@ e 
шош m … m m m m … m 
图 6-1 图 6-2 


加 号 球 可 放 人 和 1 号 箱 ,也 可 以 放 到 其 他 箱 中 , 当 四 号 球 人 1 号 箱 时 ,余下 的 "一 2 个 小 
球 和 n 一 2 个 小 箱 恰好 一 一 对 号 (如 图 6 -2 所 示 ), 则 余下 的 球 共有 а ЖЕ ЖОК. 

当 四 号 球 不 放 人 1 号 箱 时 ,四 号 球 相当 于 四 号 球 ,那么 这 时 "一 1 个 球 和 "一 1 个 箱 
共有 а. ЖЕ ЖОК. 
ЕТ п 个 球 的 不 对 号 人 座 的 方法 为 e. 一 (4 一 1)(q.-, 十 ao-;), 易 知 a =0, 
1, 则 可 得 ， 
” 1 2 за 5 6 7 8 П 


“Tola | | e [2 | s [таз | usos 


有 了 此 公式 ,就 可 以 较 容易 地 解决 这 类 问题 . ЖШ) n=5 时 的 特殊 情况 ,答案 为 4 种 . 
说 明 (а) 的 通 项 公式 是 可 以 求 出 来 的 . 
(n= Dlani а) а, — па. 
ıı = (n + Па, ВИЦ.) ЖЕШ 


— [arı — (n= Dare]. 


一 2a = 1 为 首 项 , 一 1 为 公 比 的 等 比 
数列 , 则 bı 一 (一 D = С" а. таа = С 107, ЗИНЕШ я! тт 


D 


cw стол 
а DI 


所 以 


#4 ка ЋЕ 20077 2008 的 大 小 - 
Ят 这 是 底数 和 指数 都 取 特殊 值 的 律 . 由 于 数据 大 ,难以 得 出 谁 大 谁 小 的 结论 . 不 
妨 先 考察 一 般 问题 : 
BS (nF 的 大 小 CnE N). ik п ҖИ. 
Нут <" п 3,4,5 фи (m+ О". 
猜想 : 当 из ВР БЕШЕ то > и. 


事实 上 , 令 је = LD „>з, пет) ЛИ 


Рт) _ (n+2 
пощи 


所 以 өко</т</в-ә<е</о- ел, 


BJ ле 2>(n-++1)"(n23, n€ N). Ж п==2007 „МН 2007 >> 2008“, 

说 明 普遍 性 寅 于 特殊 性 之 中 ,特殊 问题 得 到 了 解决 ,一 般 问题 的 解决 就 有 了 切 人 
点 ,比如 ,有 关 函 数 的 问题 ,可 先 让 函数 取 特 殊 值 ; 有 关 曲 线 位 置 的 问题 ,可 先 让 曲线 过 特 
殊 点 ;有 关 三 角形 、 四 边 形 的 问题 ,可 先 考察 特殊 三 角形 (等 蚌 . 等 边 \ 直 角 三 角形 ,特殊 
四 边 形 (平行 四 边 形 .梯形 等 ). 

还 需 指出 :一般 与 特 吻 是 相对 而 言 的 . 就 2007” > 20087" TAN ат > (и 1)" 是 一 
HI ATA ERER H >a (a>b>e,a bE RDF Ê n >> (nF 10° РГ 
м. 

可 见 , 特 殊 问题 和 一 般 问题 是 相对 的 ,在 一 定 场合 为 特殊 性 的 东西 ,在 另 一 场合 则 成 
为 普遍 性 ;反之 亦 然 . 因此 ,从 辩证 的 角度 看 问题 . 一 般 问题 的 解决 有 奈 于 从 特殊 问题 的 
思考 中 发 现 线索 ;一 般 问 题解 决 以 后 ,又 可 以 解决 更 多 更 新 的 特殊 问题 . 

%5 (2004 年 安徽 省 高 中 数学 竞赛 题 ) 甲 、 乙 两 人 轮流 迫 一 个 均匀 的 硬币 , 谁 先 掷 
出 正面 , 谁 获胜 ,他 们 玩 了 好 多 局 ,而 且 前 一 局 的 输家 下 一 局 先 掷 . 若 甲 第 一 局 先 搓 , 则 第 
6 局 甲 获 竹 的 概率 是 多 少 ? 

№ 任 一 局 比赛 , 先 掷 的 人 胜 的 概率 为 


242) +(2) + 
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后 掷 的 人 胜 的 概率 为 -=L ШИ Е 局 的 概率 为 P. MJ P =. 由 于 { 第 上 
НИЕ} = (96 5—1 局 甲 胜 第 大 局 甲 胜 } 十 { 第 上 一 1 WZ PE H k APE, 


说 明 ”用 数列 知识 求解 概率 问题 的 关键 是 ,根据 互 斥 事件 的 概率 加 法 公式 或 相互 独 
立 事件 的 概率 乘法 公式 ,建立 递 推 关系 式 ,再 利用 数列 知识 求解. 

例 6 (第 3 届 美 国 数学 多 请 赛 ) 设 正四 面体 的 四 个 项 点 是 A. B,C, D, RKE N 
1 米 , 有 一 个 小 虫 从 А 点 开始 按 以 下 规则 前 进 ,在 每 一 个 项 吉 处 用 同样 的 概率 选择 通过 
这 个 顶点 的 三 条 校 之 一 ,并 一 直 疏 到 这 个 寝 的 尽头 , 设 它 私 了 7 米 之 后 恰好 位 于 顶点 A 


ОВК P = оро n (ӨЙ. 


«тов 
с Ye 
ла—=в— 0 в 
“Сс. 
А D 


图 6-3 图 6-4 


分 析 HF AFET 7 米 , 我 们 可 以 用 枚 举 的 方法 把 可 能 性 数 出 来 - 显然 若 只 走 了 
0 米 , 即 小 虫 在 А 点 不 动 , 则 概率 为 1, 若 走 了 1 米 , 即 A~B( 或 C,D), 此 时 显然 回 不 到 


A Fi ERD O, FET 2 米 , 如 图 6 - 3 所 示 , 回 到 A ФЕТ ВЕТ 3 米 ,继续 上 
面 的 下 作 , 从 A 出 发 再 走 一 定 回 不 到 A ,而 从 C. D 出 发 都 各 有 村 的 可 能 性 回 到 А. ША 
6 аж. B НК T tE. 由 此 可 以 看 出 ,小 虫 走 了 4 米 时 ,与 它 走 完 3 米 没有 达到 
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A 点 的 概率 有 关 , 这 样 逐 步 推算 出 来 ,可 以 得 到 走 了 7 米 时 ,PP 一 725, 即 "一 182. 这 个 方 


法 虽然 很 直观 ,但 当 数字 比较 大 时 ,比如 走 了 17 米 ,1988 米 时 ,就 不 好 一 一 枚 举 了 ,但 是 
我 们 可 以 从 这 个 解法 中 得 到 启发 , 找 出 一 个 一 般 的 方法 , 即 当 走 过 米 时 , 先 研究 已 走 
一 1 米 的 概率 ,得 到 下 面 的 解法 - 

М йа, 表示 小 虫 走 过 k 米 后 回 到 A 点 的 概率 - 

若 小 虫 走 过 k 一 1 米 而 不 在 A 点, 则 概率 是 lai 而 从 A 以 外 的 一 点 走向 A 点 的 概 


来 是 去, 于 是 有 ww = Дао. BR а la пон а = Та 


Я а 182 
eTa T 243" T729 


ий и ROT UH — TEMAS: а 


ET KELAPA 点 的 概率 . 

概率 问题 蕴含 着 许多 丰富 的 数学 思想 和 方法 . 构建 模型 有 助 于 轻松 地 解读 概率 问题 
的 实质 和 本 质 :构建 模型 , 搭 起 控 气 知识 的 内 涵 与 外 延 的 平台 , 架 起 未 知 到 已 知 的 “ 桥 
梁 ”, 打 通 各 个 环节 的 " 结 点 "凸现 知识 的 来 龙 去 脉 ,达到 直击 目标 的 目的 . 

概率 和 数列 这 两 块 知识 的 交叉 渗透 使 平淡 的 概率 计算 增添 了 几 分 灵气 ,也 使 数列 内 
容 变 得 更 有 活力 . 

#7 ZA 和 一 E 为 一 个 正八 边 形 中 相对 的 两 个 项 角 , 一 只 青蛙 从 顶点 A 开始 跳 . 
在 八 边 形 除 E 外 的 其 他 项 点 ,该 青蛙 可 能 跳 向 相 邻 两 个 顶点 中 的 任何 一 个 . 当 青 蛙 到 达 
点 下 后 就 停 下 来 , 若 青蛙 跳 到 点 E JERE T n К. a, ЖА 次 跳动 可 能 采取 的 路 径 的 


数目 .证明 : а обра … 其 中 х=2+/1,у=2—/0. 


,于 是 n 一 182. 


1) + ажна 


4 


ве туба 


证 明 青蛙 不 能 在 跳 4 次 之 内 到 达 点 Е.& а, =a =a то НАЖИ а 次 


从 点 A 作 奇 数 次 跳 ,青蛙 可 能 到 达 点 B, D, F. HAARE MEA) 
点 巨 ,如 图 6-5 所 示 , 故 ax- 一 0( 对 于 所 有 的 轨 . 

现在 ,用 6, 表示 从 点 C 开始 以 KERE KRIS E 的 各 不 同 
路 径 的 数目 (这 与 从 . 开始 一 样 ), 从 点 C 跳 2 次 到 点 所 只 有 一 


它 可 以 有 两 种 路 径 返回 A, 即 A-B-A RAHA. АА PJ E Mit 
пи а. 等 于 从 点 C,G 跳 9 一 2 КАН E 的 路 径 数 加 上 从 A НЕЙ —2 
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次 的 路 径 数 的 2 в. 
" 一 26. Ұға... а) 
当 青 蛙 从 点 C 开始 跳 并 跳 了 大 于 2 次 的 次 数 ,前 2 次 的 结果 或 落 在 点 А 或 落 在 点 C 
(AHEMEN E CREMER DRET 2 次 ). FUREN b, (n> 2D) FFA А НИИ 
n—2 次 到 点 E 的 路 径 数 加 上 从 C ЕЙ n —2 次 到 点 E 的 路 径 数 的 2 倍 (因为 前 2 次 跳 


ЗЕ Ж CDC RCBC). 


& 6.26. а На. n>2. 2) 
DMR- (DRH В. -а.= та H n—2 Кн Б.а, а, ЖАО 
ада а дан пРА. с 


Эй cı =0. =2((3)5C0090) СООД Е 


сад ИМ х=?+/#,у=2—/ Ив —и+2=0 的 根 ， 


HH 2n КВО В сн 
同时 也 是 方程 (Оте ае 007 =0 юм. (75) Сес роо] 0а 


و و 


На. heni — сы. 由 于 (3) 式 在 给 定 条 件 下 的 解 是 惟一 的 ,我 们 可 将 av 与 cxv 相 等同 ， 
Матео ут, 


RA ”在 这 个 解 中 ,我 们 使 用 了 题 中 给 出 的 公式 且 证 明 它 满足 我 们 推导 出 的 关系 式 
(3) ,但 若 没有 给 出 任何 公式 ,我 们 自己 能 求 出 吗 ? 回答 是 肯定 的 . 

例 8 (2005 年 湖南 省 高 考 理科 卷 第 20 题 ) 自 然 状态 下 的 鱼 类 是 一 种 可 再 生 资源 ,为 
持续 利用 这 一 资源 , 需 从 宏观 上 考察 其 再 生 能 力 及 捕捞 强度 对 鱼 群 总 量 的 影响 . 用 z, 表示 
某 鱼 群 在 第 ”年 年 初 的 总 量 ,EN ‚Н. n >0. 不 考虑 其 他 因素 , 设 在 第 ”年 内 鱼 群 的 繁殖 
基 及 捕捞 量 都 与 z. 成 正比 ,死亡 量 与 ті 成 正比 ,这 些 比例 系数 依次 为 正常 数 abvc., 

O) R a î z. RER: 

(2) ММ: ЧАО под, b. c 满足 什么 条 件 时 ,每 年 年 初 鱼 群 的 总 量 保持 不 变 ? 
《不 要 求证 明 ) 

(3) а= 2,c 一 1, 为 保证 对 任意 >, € (0,2) ,都 有 z.2>0,n€ N° , 则 捕捞 强度 4 的 最 
大 允许 值 是 多 少 ? 证 明 你 的 结论 - 

Ят OD) 从 第 ”年 年 初 到 第 n+ 1 年 年 初 , 鱼 群 的 繁殖 量 为 xz,, 被 捕捞 量 为 pr,, 死 
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CRH сло АЕ х, т. ат, тай ле МВ r... =z.(a—b+1—cr),n€N'. 
《2) НЕР ВОН HE 6 ~6 MRE x 等 于 直线 у=х 与 抛物 


Bys- tlabt Dr HRA P 的 横 坐 标 , 即 : т, = A, 又 因为 0 Е а>0, 


图 6-6 图 6-? 
манастири плове) лем МЕ y= — +(3—b)r 的 
BRE (Fg, OT) a 轴 的 非 罕 交 点 坐标 是 (3 一 6,0)， 
O HE 6-7 知 抛物 线 y= — а + (3—5) 的 顶点 纵 坐 标 大 于 抽 物 线 与 此 办 的 非 
ЕТТЕ А 。, 的 模 坐 标 大 于 交点 (3 一 4.0) 的 模 坐 标 则 有 r, <O. 比方 说 图 6 - 
7 中 А, 的 模 坐 标 大 于 交点 的 横 坐标 , 则 有 z, <0. 


© 由 图 6 -8, 图 6-9 知 抛物 线 《3 一 0)z 的 顶点 坐标 小 于 抛物 线 与 轴 的 
非 零 交点 横 坐 标 时 , 若 A.， 的 横 坐 标 小 于 交点 (3 一 0,0) 的 机 坐标 时 总 有 z.>0, 


图 6-8 


3—5: 


РТТ nurane ШИ КЕСИ 所 以 为 保证 对 


0<г,<3-%. 
ЕЕ zı € (0,2) 48 z+.>0,n€ N° , 则 捕捞 强度 6 的 最 大 允许 值 是 1. 
RA ”抽象 的 递 推 数列 问题 通过 直线 “y 一 xm" 模型 求解 ,由 于 图 形 提供 了 直观 的 视觉 
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信息 ,使 抽象 的 递 推 数列 的 项 .单调 性 ,最 值 . 福 限 等 数列 性 质 呈 现 得 直观 . 简 滞 - 

例 9 如 图 6- 10 所 示 , 一 树 形 图 ,第 1 层 是 一 条 水 平 线 垂直 的 线段 ,长 度 为 1; 第 2 
层 在 第 1 层 线段 的 前 端 作 两 条 与 该 段 均 成 135 的 线段 ,长 度 为 其 一 半 # 第 3 层 按 第 2 层 的 
方法 在 每 一 线段 的 前 端 生成 两 条 线段 ;重复 前 面 的 做 法 作 图 至 第 n ЈЕ. 设 树 形 图 的 第 n 
层 的 最 高 点 到 水 平 线 的 距离 为 第 = 层 树 形 图 的 高 度 - 

(D 求 第 3 层 及 第 4 ии ЕШ H, На 

(D 求 第 ” 层 树 形 图 的 高 度 Ho. 

《3) 若 树 形 图 的 高 度 大 于 2, 则 称 树 形 图 为 "高 大 ,否则 称 为 "矮小 "显然 , 当 一 1,2 
时 是 "矮小 "的 ,是 否 存在 mmEZ, 使 得 当 ">mm 时 ,该 树 形 图 是 "高 大 "的 ? 


% 


fas 
ЖЗ: 
вон том њом 第 四 层 
图 6-10 
во рН ааа A ), 则 易 得 第 3 层 
树 形 图 的 高 度 : Hima tar +a, = SÊ, Жам ШЕ. Н, =a, Harta Та, 


20+57 
165" 


Mi n 为 奇数 时 ， 


а) өне. n МІНЕ a. = 


+ 


2, м,н. 
ВЕ, п 为 奇数 时 ,第 ” 层 树 形 图 的 高 度 为 ; 


ssb- P -h 


3 п 为 偶数 时 ,第 ” 层 树 形 图 的 高 度 为 : 


4 4 
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(3) ЖЕ. 
ВО) ал ХВ, 


нае реве 7-7 


ми ма ност | $ [1= (+) J$ Fh- -(+ је <2. 

由 定义 可 知 ,此 树 形 图 永远 是 “矮小 "的 . 所 以 不 存在 mE 2.4444 n>m 时 ,该 树 形 
图 是 “高 大 "的 . 

说 明 ”探索 型 问题 历来 是 高 考 与 竞赛 的 命题 热点 , 备 受 关注 ,并 且 由 于 探索 型 本 身 
需要 调用 各 方面 的 能 力 ,因此 是 考查 分 析 问 题 .解决 问题 能 力 最 好 的 题 型 之 一 . 探索 型 问 
题 的 解 题 策略 ,从 方法 上 讲 , 可 以 用 由 因 导 果 的 综合 法 ,或 左右 归 上 的 两 头 凑 , 也 可 用 归 
纳 判 断 或 类 比 迁 移 等 . 从 思维 方式 上 讲 , 侧 重 类 化、 发散 .迁移 与 分 析 . 从 解 题 技巧 上 看 ， 
关键 在 于 对 问题 类 型 的 判断 分 解 与 转化 ,将 综合 型 问题 分 解 成 一 系列 简单 问题 . 

4110 (2007 年 广西 省 高 二 数学 竞赛 初赛 试题 ) 已 知 数列 {a.} 通 项 ,一 "其 前 ， 项 
和 为 Sv #5, УЕФУ n. 


şs "+0 
м wues = TiD 


УЖИН с — 8y =1 ММ. 
显然 ,(3,1) 是 方程 二 一 8Y =1 的 一 组 整数 解 , 因为 到 一 8y = (r+/Sy)(r—/8y), 


таи а + Убу = (3 +E)" тем"  , 则 -VSy 一 (3 一 VB)”, 所 以 ,一 二 [(3+VB)” 


yî MI (2n +1° 8y S1 (ney E N’). FRE. IIR 


+@ — JDJ, W 2a +1 = Ка уђе + G — беј тил = LEG + D 
+ VE-1" - те №. 

另外 : 问题 转化 为 求 贝尔 方程 于 一 8Y 
m € М. r УВу = (3 一 vB)” ,所 以 , 


的 整数 解 . Л. Ва Ву 3+8)”, 
+з + J8)" + (3 — (/8)"]J, ап + 1 = 


F ++ а-я = азу” +4210" —2],m € №. 


Ми (2006 年 美国 数学 奥林匹克 第 5 题 ) 一 只 兵 在 数 轴 上 跳动 .初始 位 置 在 1, 依 
于 述 规则 进行 每 一 次 跳动 :如 果 兵 在 位 置 上 ,那么 它 可 以 跳 到 位 置 十 1 或 mn 十 2"… ,这 
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[2552220 
是 mm 是 二 的 质 因数 分 解 式 中 2 HEK. ER: 如 果 k 是 不 小 于 2 的 正 整数 ,; 是 非 负 整 数 ， 
那么 兵 跳 到 位 置 ° š 的 最 小 次 数 大 于 兵 跳 到 位 置 2 MRD. 

EM ”对 每 一 个 从 1 跳 到 2 "的 数列 ,都 可 构造 出 一 个 长 度 小 于 它 的 从 1 跳 到 2 的 
数列 ,从 而 得 到 原 题 的 证 明 . 
ЗЕ (= Denez (= те 是 一 个 兵 从 1 跳 到 2 。k 的 位 置 数列 , а 
1, хул, Ма 是 第 7 次 跳动 的 长 度 ,现在 定义 数列 {y 六 = 0 如 下 : 

заря ‚уй үза» +52, 
Уна + уа +а>2. 

注意 ,第 二 种 情况 是 指 将 跳动 , 从 原来 数列 中 的 跳动 去 掉 . 我 们 证 明 ,由 数列 {y } 中 
不 同 的 数 恰好 可 构成 一 个 从 1 列 2' 的 跳动 数列 . 

事实 上 ,由 y, 的 定义 可 知 , 对 0 < j < Шу < 2. HEED jE r АЙН. 
2 一 2 < y, < 2 一 2 的 非 负 整数 , 则 在 у, 之 前 被 副 去 的 每 次 跳动 的 长 度 都 大 于 2' ,这 
ЖЕЙ z, = у, (mod 27"). ЖЕ, ШЖ у, > у, ЖА Жал = 1, 则 依 规则 可 作 一 次 跳动 从 
у Я уа зе = 2"! АШ т Ял, 的 质 因数 分 解 式 中 2 ЖК. ИН sa Hy < 2, 
知 2" < v, S2 АВ у, == z, (mod 27') пу 的 质 因数 分 解 式 中 2 的 等 次 也 为 m, 因 此 ， 
可 作 从 yw 到 у, 的 跳动 ,所 以 ,第 二 种 情况 结论 成 立 . 

进一步 ,在 前 面 讨论 中 , 取 广 一 上 同 余 式 显示 y, = z, == 0(mod 2!) ,这 与 2 一 2 
<»<2®-2 是 矛盾 的 ,所 以 y = 2 从 而 第 二 种 情况 决定 的 数列 以 2' 为 结束 位 置 , 最 
后 ,由 于 2' < 2，A, 因 此 至 少 从 { 二 ) PENT — KM. 命题 获 证 . 

例 12 给 定 正 整数 ”和 正 数 M ,对 于 满足 条 件 的 ai 十 os < M 的 所 有 等 差 数列 c，， 
ал OR $ = ада + ans Ве Зан АХ. 
解法 1 WAH dan = bW a = bnd, H 


8-а Hani + Hanmi = (n+ Db HEDY, 


мм, Oa = 
WM >a tai = оме БРАВО + азау > БС Вр. 
ни | 51< 2 +D VME b- îz id = 2-1 УМЫ, 

S= a+ DC МИ да = Мано Ум. 
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= 5 4. Uy- 
жн та M= М, S 的 最 大 值 为 


由 于 此 时 45 = 3nd Вай + al, 
тт + рум. 
юж? кипа L SMES = (+ Dan + Бам 是 公差 )， 


Ж ана tnd смва= 2 


е-е 
从 而 4+[а+(;#-в)] м. 
ш Pait а роти = M < 0. 
жай ло ~ Пи нар обр М. уса) < 08 4 >0, 
" [boto] >t p [разли М}, 


UED BM qa оша = IM = AIM ц, 


构造 如 下 向 量 : 
т 一 (av гај) ‚и = (3,—1) „И men = Зага а. [т |= Ма, Бат, |п|= ,10. 
EER men <| т |.| n] M Зала —a < 10 + а), 


从 而 s< лост Fan < "том. 
MAMM m Би На ++ = M 时 等 号 成 立 . 

а а 2 rA = УМ = том 
Басы > Фа Ната = Мв а =— у=, d а " 
此 时 10M. 
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Е Mitai + af < М, о, = УКсозд, а... = /Rsin0,Jtth 0 < R < М,0 < 
0< 25, 


则 
= "а (GaVRsing 一 VReos) = Ен р, 
1 3 << +1) У10М 
sinp = „с - „Ш S < ———.У——, 当 sini ) = 1 
其 中 sing 2%” ле 2 HAMM sin(0— gi 且 


ком SIRI, 


此 时 ，sing = cosp = р” -- sinp -- 


s, w+DVIOM 
VS 人 


u 
解法 5 HAKI dM S= ". 
HF al +а < М. 

所 以 10(ei Вата) = (Зала — ai)! + За Зан) < 10M, 


ж 5 < VOT. 5 的 最 大 值 为 " 寺 MIDNT, 在 s =— M an = 
жя. 

例 13 《第 3 届 中 国 东南 地 区 数学 奥林匹克 试题) 一 一 纸牌 共 52 张 ,其 中 方块 "、 
“梅花 "“ 红 心 "“ 黑 桃 "每 种 花色 的 牌 各 13 张 ,标号 依次 是 2,3,…,10,J,Q,K,A, 其 中 
相同 的 花色 , 相 邻 标号 的 两 张 牌 称 为 "同花顺 牌 ", 并 且 А 55 2 也 算是 顺 牌 ( 即 A 可 以 当成 
1 BERD. 试 确定 ,从 这 副 牌 中 取出 13 ЗЕЛЕНЕ ВЕНЕ УЕ ЖЫН Ж ЗЕН Ж А “ИЧЕ И” 
的 到 牌 方法 数 ， | 

解 先 一 般 化 为 下 述 问题 : 设 > 3, BA А = (азаа), В = (hs 
C= (ан 2, D= (dı sdi 1 sd.) 3X 4 жи ME n ния. 


CD 1,2. on ЕЗІН» 
с) НАННЕ ЯЗОК Е REY th CF Fn 与 1 视 为 相 (АА 
жо ,其 选取 方法 数 记 为 r SAE .的 表达 式 :将 一 个 加 盘 分 成 1 个 № 


+1 – 
F Зала — а. 


M 
то 


шз, 


扇形 格 , 顺 次 编号 为 1,2,… п. ME 6 - 11 所 示 , 并 将 数列 A, B. С, 


忆 各 染 一 种 颜色 ,对 于 任 一 个 选项 方案 ,如 果 下 标 为 ;的 项 取 自 某 鹿 


图 6-11 
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色 数列 , 则 将 第 号 扇形 格 染 上 该 颜色 . 
жал, НИ теі 色 ,使 相 邻 格 不 同色 的 染色 方法 数 , 易 知 ， 


жу = 4, д 100, т, = 4 ۰ 3) < 3( о 
将 (1) ЖЕНЕ C От. ха 4.377, 
як. сорта стада =— 4.3 
С — (= Din =—-4+ СЗ а =—4+(—3). 


上 面 诸 式 相 加 得 ,( 一 1)"z。 一 (一 3) 十 3, 于 是 ,zr. = 37 +3° С 1)", (п > 2). 

因此 т, = 3" — 3, 这 就 是 所 求 的 取 牌 方法 数 . 

RA 问题 可 推广 为 : 将 圆 分 为 mn(n > 2) 个 扇形 ,有 m 种 不 同 颜色 可 供 选 择 , 每 个 
М ЕЯ m 种 不 同 颜色 之 一 染色 ,要 求 有 公共 边 的 饼 形 所 染 的 颜色 不 同 , 问 有 多 少 种 妇 色 
方法 ? 

на 种 方法 ,将 幢 形 按 顺 时 针 编 号 1,2,…,n, 从 1 开始 依次 对 角形 染色 . 使 得 除 1 
种 疡 外 ,有 公共 边 的 肩 形 不 同色 ,得 到 mm(m 一 1)” ЖАО А 当 1 Жл 不 同色 
Жа, Вапа 同色 ,有 ov 种 .因此 ,a. + a = тот — D, ЖАЖ а, = (т—1) 
(= (m=. 

据 此 ,可 解决 以 下 一 系列 类 似 问 题 : 

(1) 在 一 个 正 6 边 形 的 六 个 区 域 栽种 观赏 植物 (如 图 6 - 12 所 示 ), 要 求 同 一 块 区 域 
中 种 同一 种 植物 , 相 邻 的 两 块 区 域 种 不 同 的 植物 , 现 有 《4 种 不 同 植物 可 供 选 择 , 则 有 _ - 
__ њиву. 
(Фп б.т = 4, МУЖИ Ст DO + (т—1)* = (4—1)(6—1)*+64 
= 3+ 729 = 732( 种 )) 


D 


图 6-12 图 6-13 


(2) 某 市 (A) 有 4 НВА В, С. D, E), 如 图 6-13 所 示 , 现 有 5 种 颜色 , 问 有 多 少 
种 不 同 的 涂 色 方 式 可 使 示意 图 上 相 邻 两 块 的 颜色 不 同 (每 块 只 涂 一 种 颜色 )? 

《以 5 种 颜色 中 选 出 1 种 涂 A, 有 5 种 方法 , 剩 下 B. С, D, E 4 个 县 和 4 个 颜色 . Ф 
п = 4,m 4, 则 不 同 的 涂 色 方法 有 (mm 一 1)( 一 1 十 (mm 一 1D)" 一 3 十 81 = 84( 种 ), 故 不 
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同 的 涂 色 方式 共有 5X 84 = 420 (H) 
(3) 某 城市 在 中 心 广场 建造 一 个 花园 ,花园 分 6 个 部 分 (如 图 

6- 14 所 示 ), 现 要 栽种 4 种 不 同 颜色 的 花 ,每 部 分 栽种 一 种 且 相 邻 部 

分 不 能 栽种 同样 颜色 的 花 , 不 同 的 栽种 方法 有 种 . ы 
(从 4 种 花 中 选 出 1 种 栽种 在 1 处 .有 4 RITE. WF 5 个 部 分 213 

和 3 种 花 , 令 n=5,m MR 5 个 部 分 栽种 方法 有 (m — DC D 

+ (m — D" 一 一 2 十 32 = 30( 种 ), 故 不 同 的 栽种 方法 有 4 x 30 = 120 


图 6-14 


(во 
例 14 BA (n > O ЧЕК аха EBE 
an an вз = a 
ап ап an с as 
ай аш аз == < 


IL FT P RBR BP LE — PA BR НТ) „ЗЕН РРА ВИА ИН. B W 
Ва = L, aa = Û, an Жа Han Han + = tan В, 

Эй 欲求 和 ar tantas ttan KERYAN au) 的 通 项 公式 ,而 au 为 一 
释 化 问题 , 较 抽 象 , 如 果 能 退 一 步 ,将 行 (或 列 ) 具体 化 ,特殊 化 ,由 条 件 as = 二 ,ou = 5 
MRR ам 的 值 ,再 求 sw ВИ. 


М anran au 成 等 基数 列 , 则 2a = au 十 av- 可 得 au =+ Hd а-а 


因为 每 一 列 的 数 成 等 比 数列 ,所 以 au = aa, + Хам = 1.09 = + 因 各 数 都 是 正 数 ， 


所 以 4 > 0 可 得 9 В EORR GERAN au = aa + а = К.А 


列 的 数 成 等 比 数列 ,所 以 we = au = {+ СРИ = ke СР 1,2, 


Ша) Han 十 as +" +a, = S., 由 错位 相 减法 可 得 s. 


说 明 ”华罗庚 说 过 : “善于 ' 退 ,足够 地 * 退 ',' 退 ? 到 最 原始 ,而 不 失去 重要 性 的 地 
方 ,是 学 好 数学 的 诀窍 “本 例 从 表面 上 看 难于 解决 ,退步 考虑 ,研究 特殊 现象 ,再 运 用 分 
析 归 纳 , 迁 移 、 演 绎 等 手法 化 一 般 为 特殊 ,概括 出 一 般 规律 ,使 问题 获 解 - 

例 15 (1990 年 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 试题 ) 已 知 a,b 均 为 正 整数 , 旦 6 > b, sing = 
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2ab ЗУ 证 ,对 一 
рО < Т.А. = (а! 十 大 )"sing, 求 证 :对 一 切 正 整数 n,A, 均 为 整数 . 
ing = 226 х сети 
ЖШ бш рО <O < рза, БОЛЕН, На > bH соф ПЕР 
Да? +), Са? + bcos 均 为 整数 . 
Ë z = (e° НБ) сок + Ка’ + bî sind, Bll ,z" = (а? + b' )" Ссозлё 十 isinng)， 
又 由 二 项 式 定理 知 [(a* H )cosê + Ка! +B зиму 一 工 十 %i( 其 中 zy 均 为 整数 ) ， 
Жу = (at Ho sind 对 任何 正 整数 " 均 为 整数 
说 明 ”本 题 是 在 实数 范围 内 所 给 的 问题 ,往往 在 复数 范围 解 更 有 利 . 从 思维 的 方向 
上 讲 , 要 做 到 * 进 、. 退 "并 举 , 两 者 不 可 偏 废 ,使 之 达到 对 问题 的 思考 能 够 < 退 . 进 "自如 , 否 
则 ,不 是 “ 退 "无 路 ,就 是 “ 进 "无 径 ,甚至 "进退 "两 难 . 
例 16 ЖЕН). ri. ж, йу, у, у. ен 
Фа>а > >r >0, у > ye > >y > 
Oa > yiy r ву + у, се, ту а + +r >y + у, ее Фуз, 
对 于 任何 正 整数 人 ,都 有 如 下 的 不 等 式 成 立 : 
Пиве у фу +++. 
A 先 证 如 果 有 一 个 不 增 的 数组 a, >а; >а, > > а, > 0, 且 题目 中 的 所 有 
条 件 全 都 满足 , 则 有 ааа + ал; He Нат. Зам + аа» Fe Haya 


事实 上 ,存在 这 样 的 非 负数 与， 


ба = bı, as = bi Hbr, s 


а = Бо, FERH 


аа ал, (вл + Білгің, 


=h (Èr) Hh ло ва 


въ броени, 
下 面 将 这 个 已 证 得 的 结果 运用 上 次 : 


Бу Еее тану Fay, 


De ILIS С ар Не ЕАУ хи ya 
(2) Фа, ту т! Неа уа Ру а Зу. 
(D Фаза ул Папуа ag АРА 


WREG amy, ILL ВВ пу Ре Try Зу А y. 
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ЗЕ oa 


1. 已 知人 ABC 内 有 2005 个 点 ,其 中 任意 三 点 不 共 线 ,把 这 2005 个 点 加 上 ДАВС 的 
三 个 顶点 , 共 2008 个 点 作为 顶点 ,组 成 互 不 相 梧 的 小 三 角形 , 则 一 共 可 组 成 小 三 角形 的 个 
СЕЈ со 
A. 2004 В. 2009 С. 4011 D. 4013 
2. (205 年 重庆 市 高 考 文科 卷 第 10 题 ) 一 塔 形 几何 体 由 若干 个 正方 
体 构成 ,构成 方式 如 图 6- 15 所 示 , 上 层 正 方 体 下 底面 的 四 个 顶点 是 下 层 
正方 体 上 底面 各 边 的 中 点 , 已 知 最 底层 正方 体 的 楼 长 为 2, 且 该 塔 形 的 表 
面积 ( 含 最 底 晨 正方 体 的 底面 面积 ) 超过 39, 则 该 塔 形 中 正方 体 的 个 数 至 
少 是 ‹ ) 
A.4 B.5 
С.в D.7 
3. 0016-16 МХ, —ВИВИЛОМАЛЊЊАЊА ЊЕ 86-5 
格 中 每 次 可 向 前 跳 1 格 或 2 格 , 那 么 从 格外 跳 到 第 8 格 的 方法 种 数 为 


LLG 71:15719 
6-16 
А. 21 В. 26 с.17 Р. 13 


‚2007 
т 2007" hanakanaak 


. (2007 Phir ЖЕФ ЖЖ A 34802001 
‹ ) 
А. 01 В. 07 С. 43 D. 49 


C006 кинта ива) СВ la) ARE а = Тан = Та 


а.) NEREDE nani 一 ( › 


A.1 
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6. (第 9 局 “希望 杯 "高 二 竞赛 题 ) 过 球 的 中 心 的 10 个 平面 中 的 任何 三 个 平面 都 不 交 
于 同一 直线 ,它们 将 球面 分 成 mm 部 分 , 则 mm 的 值 是 ‹ › 
A.92 B.1024 
С, 516 D. 100 
7. (2004 年 北京 市 高 考 理科 郑 第 14 НО 定义 "等 和 数列 "; 在 一 个 数列 中 ,如 果 有 一 
项 与 它 的 后 一 项 的 和 都 为 同一 个 常数 ,那么 这 个 数列 叫做 等 和 数列 ,这 个 常 教 叫做 该 数 
列 的 公 和 , 已 知 数列 {a.) 是 等 和 数列 , 且 a = 2, 公 和 为 5 那么 aus 的 值 为 这 个 
КЛЕЙ nf S. 的 计算 公式 为 + 
8 将 正 整 数 从 1 开始 依次 按 如 图 6- 17 所 示 的 规律 排 成 一 个 数 阵 ,其 中 ,2 在 第 1 个 
ВЛА ЗЕ 8 215ЯХ,5ЕЖЗЛШНЯХ TERA BAKR, ВА ,在 第 2007 15 
角 处 的 数 是 6 


0-16-16 ж жолы, 
Ш6-17 图 6-18 
9 (2005 FL FO FHF wi 6-18 R "LDC > 2) 个 不 同 的 数 
随机 排列 成 一 个 三 角 数 阵 , 设 M, AREETAN f PHRA, M < M, << 
м, 的 概率 是 
10. 如 图 6- 19 所 示 , 一 个 孝子 在 第 一 象限 及 坐标 轴 上 运动 
在 第 1 秒 内 它 从 原点 运动 到 (0,1), 然 后 , 它 接着 按 图 6 - 19 所 示 
Ж йу 四 的 平行 方向 来 回 运动 ( 即 (0.0) — (0,1) — (1,1) — 
(1,0) — (2,0) e =). 且 每 秒 移动 一 个 单位 长 度 , 那么 ,在 第 
2005 秒 时 ,这 个 粒子 所 处 的 位 置 为 Е „Ж. э ку! 
11. (2005 年 河北 省 高 中 数学 竟 赛 题 )A， В. С, DEAE 图 6-19 
四 面体 的 和 个 顶点 ,每 条 楼 长 为 lm, 一 只 壁虎 从 起 及 出 发 沿 着 各 
RRA И TARR EE RRM РЕ ЖЕ ЖЮ. ЭЛЕН ИЛДАН. ЕЕН 
ХТИЛАНЕЖИ УЕ — A t e fin ST EERE. UKE RR Tm, E P TË A 
Ак 
12. 满足 AU A: U = ПА. = (лаз на, 
(А А Ан А.) 共有 + 


Jimin € №) 的 有 序 集合 组 


了 

13， 定 义 一 个 无 穷 项 “数列 "fa.} га = 0,4: = 01,a; 一 010,…，, 将 任 一 项 中 的 0 变 为 
01,1 变 为 0, 则 得 到 下 一 项 . ага; = 001,а;а, = 010, ааа Ж аан 中 数字 0， 
工 按 出 现 的 先后 闫 序 排 成 一 行 所 得 . 

D ИЯ Вана 

(2) В a rana HRE EEA); 


O Bh PHA a HORAE RE: b EE, eE. 


14. (2007 年 江苏 省 中 学 教学 奥林匹克 夏令 营 试题 ) 如 果 一 个 十 进 制 正 整数 含有 偶 
ЖОН Ж) ТАВ, MEEA RE” EUF EER”, АКСЕ) 不 超过 
nn ЕМ) WAA RR” ЛЖ 

15. 甲乙 两 人 轮流 挤 一 枚 质地 均匀 的 正方 体 租 子 , 规 定 : 如 果 某 人 某 一 次 撞 出 1 A, 
则 下 一 次 继续 由 此 人 挤 , 如 果 搓 出 其 他 点 数 , 则 由 另 一 人 来 撞 , 且 第 一 次 由 甲 斤 , нж 
CRELLE FN pus EA LEL EEN 


CD 计算 рар. В, 
(2) ЖЕЦр.- 4.) 是 等 比 数列 
(3) Жштр.. 


16. 《第 23 届 半 国 数学 奥林匹克 试题 ) 一 个 99 ЖЮН k k At Ят, и, 
红 、 蓝 …、\ 红 \ 蓝 、 黄 (每 条 边 着 一 色 ), 然后 进行 如 下 操作 :每 次 可 改换 一 条 边 的 颠 色 ,但 
必须 保持 相 邻 的 边 都 不 同色 , НЯНЯ Е.Н... ЖИ? 

17, ДЮЖИЮЛЖЕЩа, Ь, с, d НЖЖ H n ENRI 

asa =| an — b, |, b. a = | ba — с, | Cai = с. та, |, 4а = | 4, а, |. 

ЖЕ: НЕЕ М.а =b = а = 4, =0. | 

18. (1) 甲 、 乙 \ 两 三 人 练习 传 球 , 从 甲 开始 , 则 第 5 次 仍 传 给 甲 的 传 球 方法 共有 多 少 种 ? 

(2) 将 上 于 问题 推广 :包含 甲 在 内 的 mm(m 三 2) 个 人 练习 传 球 , 设 传 球 叶 次 , 球 首 先 从 
申 手 中 传 出 ,第 于 次 仍 传 给 甲 , 共 有 多 少 种 不 同 的 传 球 方 法 ? 

为 解决 上 述 问 题 , 设 传 球 吴 次 ,第 于 次 传 给 甲 的 传 球 方法 种 数 为 ai 设 传 球 习 次 ,第 刀 
次 不 传 给 甲 的 传 球 方法 种 数 为 5 

Ф Жа, vasv 加 ,并 从 排列 、 组 合 的 角度 给 出 ar'; 一 b 的 合理 解释 

Ова. +b, = (т-ва. 


回 设 c 一 НК Це. Д) жия, 


(сън 
Фжа Ма) 的 结果 加 以 验证 . 


19, БЕБЕК Я (а, й n AF S. = 


а +a, 


208. 


D 求 数列 {a.} 的 通 项 公式 
(D REBER РЕКИ D 上 是 四 函数 , 且 矿 (z) 存 在 , 则 当 工 二 zi(zivzz 


сон ВИЕ fea), 


HME EERE, HEMBER ?一 Zi(nEN" ) 是 (0， 十 co) 上 的 四 函数 ,判断 如 与 
baa fika 


оз жа, 39642. 
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ЈА 


вън ВХ 


1. A 2007 < n < 2009 Мил — 4 < 2005 < 2007, — 2 < 2007, 反 复 利用 n < 2007 时 
ШЕТТЕ, 
fon = Ли 9] = па-4+ в = уи = (п—2)+2 ни 

Щи fO = 0.8 A. 

kB NGLA ETER , 

шін, АА, — A, D; 一 DC — C,C — CB — ВА, Кё. И AB — ВВ, — ВС, — C, 
+ DID DA AFMI. 

йи 6 段 回 到 A 点 ,再 重复 行进 ,而 1990 = 331 X 6 +4, 

可 知 当 走 完 第 1990 ва C ILE D, в. ср, = VE. 

зв 设 正方 形 G. АВВ а, Жа 一 5. 当 = 增加 到 十 时， 
第 一 象限 内 (但 插 办 的 正 半 轴 ) 增加 的 整 点 有 (1，m)，(2，n 一 1)。3，n 一 2)， 
ЕДАС 
MEM ВЕЗАНУ ЋЕ а = Scars = а, + а +. Жа = а 
+ (ar = а) + (as = a) + + Ca, таро = SHAHIH + я) ати 
> 2" Caw — a) > Pla задна > а ff, 
> 0 зан 一 am 2260 a) FR а = 


ГА 


4 A аа 226. а 


122" ЖИ a > а 时 va < a < 


1 (а, — а.) 


<<amvam 一 


ЕС к, = T(G+2/D + 3-20. ВАХ, В. = GR. Ra (n = 2, 3, чо в 


HRI К, 的 个 位 数 是 L.R 的 个 位 数 是 3,R: 的 个 位 数 是 7.R, 的 个 位 数 是 9,R, 的 个 位 数 是 7,R, 的 个 
位 数 是 3,R 的 个 位 数 是 1 ,R; 的 个 位 数 是 3,R, 的 个 位 数 是 7. 

НН к... 5 R. 的 个 位 数 相同 (证 明 栈 ). 即 个 位 数字 以 6 为 周期 重复 出 现 . 

АУ Ко = Босе ,所 以 ,Re 的 个 位 与 R. 的 个 位 相间 ,都 是 3, 故 选 C. 

说 明 ”本 汀 从 特 狐 情形 入手 ,通过 特殊 引路 ,探索 规律 ,猜想 得 到 一 个 周期 ,再 给 予 证 明 , 这 是 处 理 
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这 类 问题 的 一 般 方法 - 
вв 第 1 次 洒 红 1 个 数 1,1 = 上 ;第 2 次 当红 2 个 数 2,4,4 = 2 3 KRE 3 T5, 7,9. 
9 = Fo. BRIE EKREM RE— TBO E те тета 


+, дева REG ВЕЖАЙ Й k BERET 1+ 2 十 3 十 … 十 
(ED +p = HEED рд жард от < вз. KH 62 FHKE — 1953 


个 数 ,其 中 第 62 段 最 后 一 个 数 为 62; = 3844, 也 就 是 第 1953 个 红 数 是 3844. 从 而 ,第 2007 个 红 数 应 在 第 
63 Beh, B 8 63 段 中 的 数 全 为 奇数 , 而 2007 — 1953 = 54, 所 以 第 2007 个 红 数 是 3844 十 1 十 (54 一 1) 2 
= 3951, 

7. wm 一 mw-, 为 阿 贝尔 恒等式 . 

в 最 小 8 次 .第 1 次 复制 前 有 1 十 2 十 3 十 … 十 10 十 10 = 65 个 国 , 其 中 空心 四 有 10 个 ， 

第 1 次 复制 后 有 130 个 加 ,其 中 空心 国有 20 个 ， 

第 次 复制 后 有 260 个 天 ,其 中 空心 国有 4045 


第 "次 复制 后 有 130 xX 2 一 个 国 . 其 中 空心 国有 20х27. 
要 使 20 x 27" > 2008, 则 27 > 100. ЕШ n > 8. 
э. ж. няматанжн. 


-于 


从 上 图 可 知 共有 21 ВЖЕ. 

10. а, = ННІ ТТТ 
因此 必须 超越 思维 定 势 的 影响 ,不 妨 换 一 个 角 诬 ,将 数列 分 解 考察 ,不 难 发 现 . 由 奇数 项 和 偶数 项 构成 的 
两 个 子 数列 


HSH 


共 3 种 
共 8 种 


共 5 种 


1.3. 5, 7, 


2.4, 


的 通 项 公式 都 是 已 知 , 且 
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于 是 a 


УМ 。 构造 子 数 列 求 数列 通 项 是 常用 方法 . 一 般 言 之 ,数列 {a.1 的 奇数 项 和 偶数 项 构成 的 两 个 子 
МИН (а, (с), = ans с, 一 ca), 且 它们 的 通 项 公式 容易 求 得 ,如 = Лс = ОЮ ,那么 


аз) сол T[/(842)- ($ )] 


п. 6,36. 第 不 天 发 出 的 奖牌 数 显然 与 第 -1ханокииах. Кой из ан XK ROR 


техника 个 奖牌 , 则 第 天 发 出 的 奖牌 数 为 上 十 Та. — BD. BRL 
a = ani [а а а аа. 


Ш. m-a = 14 м 


maito =1+ (+k) 


7 
g 


чажы фун (у teta ( "+( 


изо. = о, 1+2. +3. (F) вени (5) + ETO 36, 


Из m € М.н = бт = 36. 
12. 2007. 由 题 设 ,as > a, + 2, 


ao 2 ања +2 2 asa + 2 X 2 > ра, +2 X 1003 = 2007, 
Has > a, + 2 a, За. 一 2, 则 
ам а +3 Ха -2+3 = аш + (>D. 


于 是 аш ара Ё ама +1х2 
< ana +3%1х2 


< am +3X 2+1 X2 
<- 
<a +3X 668+1 X 2 = 2007. 
BF шш = 2007. 
ВИА а = La: = 2, пакши. 
DB. 在 原 函数 方程 中 令 y ~ 1, 且 利用 ло = 3.4 
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мео (ко (1+). рита 


газ) ко ууз 
ала жғ2 тті 


ыты 


*==1.2. m 一 1 得 
三 
š Н + 3 2+4. "a +I т ақым Ба 
将 上 述 各 式 相 加 ,得 

12 ID o ane За ЕРТЕНГЕ 

Да Db Labon = Ти ря, 


ш JOD = + RABEMA fn ~ араны. 


атжан» fO = ра жак + єз. 


BAR S) матак. 
EM 4 CDSE LEER N сазе ZENERE E RIY а, = /Cn 的 数列 ) 
ОДА ажун. аник AO ERR тя на М Ж жж ACn). 
14. CD ERE FD = 2 的 一 个 根 z, 则 ЛС) = пакт = a И СО 的 定义 易 得 
ПЕРО ВОН С) = ОНИ SO O = кест өн. 
《2) MENES = кб) тог РУС Я Ла = e Ga) Ë У > а (8 КО 
< r НИЯ. Ил, = СИС] > gC ЭИ И СО 与 gz) ЯО I fC) > г, >в. 
由 上 式 并 注意 到 СО 与 со 同 为 增 函 数 便 有 
ж < јад < Иа = бар < "Ча < < р. 


ват > аа)? = (n) >> ع‎ Gn), 


АЙЯ лада >e. 
ERS a 为 50) = коо ВЕЖИНОВ У CD = z” GD 的 根 必 为 /(z) = 2 OM. 
BADD прав ге со = кс) 与 方程 fO) = x MIM. 


说 明 ”利用 本 是 结论 ,可 求解 一 些 复杂 的 方程. 如 V2 2 i1 =. 


此 最 苦果 用 常规 解法 , 需 解 一 个 16 次 方程 ,这 显 热 是 不 可 取 的 ,下 面 用 本 是 结论 给 出 一 个 简 角 - 

м BID = МТМ, са) = E El жуншщ ус) = Го. 

дал FD 为 增 夯 数 ,从 而 上 述 方程 与 方程 f(z) = 网 解 .方程 о Т-го 
Bren 


FIRENSA 2 = 1. 
15 由 于 C 写 的 两 数 中 ,有 一 个 数 是 任意 的 ,所 以 开始 的 信息 不 足以 使 A 知道 5,B 知道 a ,既然 问题 
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的 结论 是 最 终 有 人 知道 对 方 所 写 的 数 ,说 明 在 否定 回答 中 为 对 方 提供 了 新 的 信息 . 而 显然 这 种 信息 只 是 
一 种 数值 界限 的 估计 

FH z < у. ЖЕШ КЄ. 

(D ЖАШВНИЩА << и B A 回答 不 知道 , 则 А. BHMN y- u< a< z—2. 

(2) ЖАН AMMA < a < и АВИВА МА, В уи вА. 

ЛЕ, ЖА. ВИНА < Би Ra & y= pila +B утат у a+b zk A 
шь 

Езе-Аао>а тата +b = УЖА ЖШ». 

ЖИА 回答 "不 知道 ", 必 有 уа зА. ЯГ). 

пипнежво ША, ВЖЕ Ж. ТАМА. BNO < b < у. 

фи, = Orbe = ува) МА, ВЫ O = у—у<а<а—0 = r, АМС ША, ВИЖ y 


-а<въ<а- 


Фа тух. и а <b < bh МЕТЕВ, НА Вија, << в 
ША. Ву, <a <ra. АЙА, ВАУ бга) <b < z= (у) Ша (у) 
<%<%-(-». 


Фан = а + (ута) ан ћу (у—х),Ё 0. 1, 2, а ЬЫ. 
因为 w ЖИВ y — x > Osh ИН у – => ОМАЊЕ Ма, > а, <b < bh, 
тома авина л. В 必 有 一 人 知道 对 方 的 数字 . 


第 2 讲 递 推 数 列 


1 递 推 数 列 的 定义 


ната тата = 2, 将 它们 相 加 有 
n+ 2,910 аы = 9902. 


ово MRETI ani — a, = 2mvtn Та, 
а = 22+ я D = nn 一 D, 故 


LB вер зор жЕ?! 


故 数列 fn D) ЗАЗ ИМЯ 1-1 Яне а 。1)3 = 37 ОА B. 
3B 因为 第 ， 个 国 与 前 = 一 1 个 国有 2(n 一 1) 个 交点 ,被 分 成 2(n 一 1) BEI „ВЕЗЕ ПЕН 
200 —1) тИ SOD Кар = 20 ОВ од = а ааа 1) = в, fn) 
тона. 
40 Ша = За, — дала а — a. 
所 以 (a + = Zami + ПАЖ а. +1 = (а 十 1D)2 = ари = 29 — 


сын = ЕЗ. 4... 181024 _ Ig1024 
ы 82 ма 1003 — 2يا‎ 


Жа, = За +1, 


Бр Има = овса) = EGED, Bitta sas 


1 


= 10:10204 = 10. 从 而 паз) = logs10 = 
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š 


вар Хо делти рт 2-а pç 
$ B 由 于 木材 存 有 最 a SERN ЯЖ a = FO .所 以 可 建立 数列 模型, it a, ва 年 后 林 杨 


AMBERR Ma = ого. = За — an> DAM a = (3) (P +1) ш, = 
(ФФ + е 


яй. a. = (Ha (5) + (3) 
利用 数学 归纳 法 可 以 证 明 其 正确 性 - 
вища( 2) (СО) еласа (3 )” выл —гоа—з›=2#А = 100. 


ер (Fa 4[((5) је 


从 而 可 解 得 > < бо, шик Ж хз EEIT э а. 
此 模型 的 推广 意义 在 于 ， 很 多 与 寓 垢 有 关 的 问题 都 可 考虑 按 可 持续 发 展 问题 处 理 
7. 一 1 因为 an: 一 an = ami света) 是 等 数列 ,d а << Ñ. 


所 以 am = а +99 x (~ + 


16. 


а, = 2° — тип 2 1). ВЕЕ, а, +n = Фа, +я—1)(я >2),Ф 5, = a, +. МЫ = a, 
+1 =2,Ң 5, = 2b, (n= DFPE b — 2° 2 = 27а. +n = 2°, a, = 2° nln > 2) IN a 
= 1 也 适合 这 一 式 子 ,所 以 = 2 -жа>ъ. 

э. 10, EDE жж ко ИЕ УТАР ко О = пощи 


код = аб) +2+3+ +++ я = "Е, 


而 /tm fin D = к\ч). 
fo) = fo 一 fn 一 D+ fin 1) fin 2) += + f(2) — ја) + ја) 


еее ажан 


L [setas D 


ый g 


1 кез) 


(n+ (n+ 2) 
z Я 


Ны Из = 10,0) = ОЕ 


СЛС У пя иязинки эк ирт Ж ЖМ. AAMEN n 
алал ел УЗНАВ RURALA EANA ШИ > НЗ: 
质 就 是 一 个 数列 题 的 变形 - 只 要 对 题目 仔细 分 析 , 发 现 问题 ,寻找 模型 , 写 出 前 面 几 项 ,同时 分 析 特点 与 
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jj 


规律 ,就 比较 好 解决 了 .这 需要 具备 扎实 的 基本 功 、 综 合 分 析 间 是 及 创造 性 地 解决 问题 的 能 力 和 探 
вл. 
10. "и. ЖИЕ И еа B| 
《3) 一 (5) 规 律 性 比较 强 ,第 АНГ n "B". 
EN по E ЯВ n РВ n па Fi. 


— 1900 шій а; = 1—2. 


茂 在 图形 变化 发 展 的 规律 中 , 令 人 耳目 一 新 
А-Я 个 点 ,共有 中 个 点 ,又 于 个 要 共 一 点 ， 


Рај sas = 3 一 2a „те sam =— 2000 — Zanon 


将 以 上 2000 个 等 式 相 加 ,并 注意 


a, + as ++ ани = (1—2+3—4+ ++ — 2000) — 2(а, + а, + + акы). 


000 


Bata + + сећање) 一 一 1000, 求 得 w + о, + = + аны =— 1908, 


2 


в 


a, = 2а, = £ a, = За, = È an = 2 


12. 4. 由 题 意 ,得 o = 2a, 一 9 F эсен = an = 
октана = 38 = 4 НА 4. 
说 明 а, ta, та, PR p = qm Ва, = Зар q = 2, 得 ai = за: ,等 等 .这 种 取 特 


殊 值 的 方法 ,显示 是 由 一 般 到 特殊 的 思维 方式 . 事实 上 ,本 三 的 数列 fa.) 当中 , 隐 含 了 子 数列 是 等 比 数 
列 ,一 般 的 通 项 公式 可 由 如 下 方式 求 ， 


Фат Мата = ада M api = ay 十 到 .所 以 数列 (o.) BARN 的 等 关 数 列 , 其 通 项 公式 


-bd- 半 +-Dx 二 -号 
Nias =a + n= Dd = b+ a= Dx Ê = £. 


" + 1 
RR: мае рата = ВФ е 2а, = T quta. 


пета) аА а. 


13. CD ami tres ава + 5), о» 
Жал те да, +3 + 5 ҚАС» RAE 2а, +3 + 5° Ван = 2a 十 2r。5", 等 式 两 边 消 去 а, ,得 
Bestre SHIRL 5*10 3 +x e 5 = 22. r = LRAD Ж. 


= 2. 


Has = 6 一 


= 1 为首 项 ,以 2 为 公 比 的 等 比 数列 , 则 a, - 2 Ща. = 2 +S, 
说 明 本 题解 题 的 关键 是 把 进 推 关系 式 o， = 2a, +3 + 
可 知 数列 (fa. — 57) 是 等 比 数列 , 进 面 求 出 数列 通 项 . 


ПОЕТИ s 
TF DaF йе 


1 产 0 及 (2) 式 ,得 4 一 5 о, АЕ 


стала = а. + 得 
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за +1 


от 


Көрі МЕД а 
оле а. Зи 


ала в 3 
ито а. рг: 
Ont 
n+ D 


+D 
+D 


ВЯ а. жЕтЕ ЕНЕ РУСИ 


Очни. = ® = $ pugar. 


O БИМ АН. 


_ аж" 
ағару 


чина. 


BGD 
TED EFI 


Atir- вар 
+D У EFD OF SY 


m жо — 2E 3) <ва 1D) 
EF DORH D 
BEH DCR 3)" - (k-+ 3) + ВО 
COEF IVE + 3 


m Gk-+ D: 3) — (26 + D: 
EF DFD" 
2k + 3) 


= ЕЕ ЗЕЯ 
EE (CESLA + 
mitu Мп +1 时 等 式 也 成 立 ,根据 Ф.Ф TA GREM n EN RSL: 


2 1 
(D E ana = бал + та, MARE acs Bs as 一 ai -- Да 


所 以 fa = an) ЖШ as 一 


1 = 1 为首 项 ,以 一 二 为 公 比 的 等 比 数 列 ， 
y ss 
“a=. = (1). 
Cn 一 D， 再 把 (一 1) 个 等 式 轩 加 得 


ЯС ++ 


697 


所 以 
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14， 不 妨 设 甲 针 上 由 小 到 大 放 者 = 片 曙 泗 片 ,现在 要 将 这 些 国 薄 片 按 题 设 规则 移 到 乙 针 上 去 . 

设 完成 这 个 任务 至 少 需要 移动 v. KAN n=l 时 .只 要 把 甲 针 上 的 国 薄片 直接 移 到 乙 针 上 就 可 
UT. ВЕЩ = 1. 

n2 BREET P ABB BHD сее ЕЗЕК ЕИ ЕГ. ЕВА 
ВИН ЕН В ЕАН. 因此 ,as 一 3 

当时 ,为 了 叙述 的 方便 ,我 们 把 甲 针 上 的 圈 薄 片 编号 ,最 小 的 为 ! 号 ,中 间 的 为 号 ,最 大 的 为 
3 号 .移动 的 全 过 程 可 以 按 下 列 程序 进行 ，OD 1 ARH ниг, O 2 6 NN H ib P fF 6 RID 
Шал РСА ТО О ОС ЕЈ ҮЛ СВЕТ ТУ ТАСИ 
СОЈА А ЕТТЕГІ ТАРТА 

通过 考察 "一 1，2,， 3 时 等 特殊 情形 ,我 们 不 难 发 现 , 当 甲 针 上 有 片 国王 片 时 ,必须 先 把 上 面 的 
?1 片 移 到 两 针 上 ,再 把 最 大 的 一 片 移 到 乙 针 上 ,然后 又 把 这 „| 片 移 到 已 放 好 最 大 一 片 的 乙 针 上 , 因 
LOLLES 


а. +1422). о 
ЖЖ НАК ИН В a, = 2 1, УУ ГОНИО НИ ИУ 


动 2 一 1 次 
15. 设 播送 газа жито 条 广告 未 播 , 则 第 上 次 播 出 的 广告 条 数 为 ， 


EERE = аа +214 
A+ lari BD = pari + ТЕ 


Fita = am (вит) Tar = Tela та Ва. 


манижа 18 = + Ê (2+ вајн +x Ê + (5) а 


142x (В). (3+8) 


их ах (2) + (5) a 


жах зх (+) += +a (8 


ва 的 定义 知 


[Г о» 


(2 


由 (2) 式 一 (1) 式 ,得 


219 


к 


Жи LERH | #71 Г. В, то) = те RUH n— 7? = 0, пе 7,m = 49. 

因此 ,有 7 次 播 广告 时 刻 , 共 播 了 49 条 广告 . 

16. ет. 为 将 一 个 " 边 形 的 每 个 顶点 集 为 红 , 蓝 . 绿 三 种 颜色 之 一 ,使 得 相 邻 顶点 的 颜色 互 不 相同 
MIRR. BRIT, = вт, = 18, 

对 于 任意 一 个 nn > ель, Ars ===, А, BIKA п WIE DUA. MIHE НЕШ ЕК нн 
ния Ол ,A-， 异 色 ,共有 Т. WO A A EIH 21. В. МИ Т. = Т. 427, (n> 5), 

其 特征 方程 为 是 一 4 一 2 一 0 = 2 қ 

ФТ. А ВВС, XN T, = 18,Т, = 6, А = 1.В = 2, 所 以 ,， 
Ты = ө 一 2. 

另 一 种 解法 如 下 + 

仿 解 一 设 A, Яз ВА. НОВ, А. ИВАН: Л. 仍 有 2 种 朵 法 (不 论 是 否 与 A, М 
ВОН 3X 2 види. 但 这 3X 27 ФИА, 一 类 是 A. ЧА, 同色 ,认为 A, НА, Ж 
АНАТ, №, Я АША. А, ЖЕЕ ЖИ Ë m tf T. f. 


Вит. + Ta = 3X 2> ища ТТ =a. 


"+20 DRA, 


Парана == Тал + За 0. ВЧ DSN a -1- 
Д.л, Т, = 2 +2(— 1)". 

17, (1) 设 FCD = z! — asa sin(cosz) + (2a, + Dsinl, МА Ст) ДЖИ. 
ЯХТ. МХМ" — as. sin(cosr) + (2a, + Dsinl = 0 有 惟一 解 ， 

ВИ r = 0 是 方程 二 — ag, sin(cosz) + (Фа, + Dsinl = 0 98 —М. 

ЖИ O° — a+, sin(cos0) + (2a, + Dsinl = 0, Фа,+1, 

所 以 sr + 1 = 26а, +10, а, +1 = 2 а +1) = 
в асем). 


Фа. 


(D S. = 1X (2 =1) + 2X (2F — 1) + ee +X (2 


= 1X 2} 2X HHn (1 2+ one +m 


рита 


иа еве кан 


' ， 
тана ($) <a. 
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引进 过 归 思 想 ,我 们 就 可 找到 简单 的 方法 : EE n 级 台阶 的 迈步 方法 有 种, 某 人 第 ETI 
级 .第 1 步 近 一 级 ,而 后 上 mn 一 1 级 ,有 a ,种 上 法 ;第 1 步 近 二 级 ,而 后 上 mn 一 2 级 ,有 。 ВЕЋ 
1 步 近 三 级 ,而 后 上 mn 一 3 级, 有 а.) 种 上 法 . 从 而 得 到 a. = an Fars таз B a, = la = 2,a, = 4. 
有 了 递 推 关系 ,给 我 们 计算 这 个 数列 带 来 一 定 的 方便 . 我 们 可 以 轻而易举 地 计算 10 级 台阶 的 迈步 
方法 数 . 若 要 计算 100 级 台阶 的 迈步 方法 数 su 的 值 ,我 们 不 得 不 求 出 从 a, Наз 的 全 部 值 .这 时 我 们 迫 
пана, 上 楼 何 是 数列 的 通 项 是 什么 ? 
DENR: а 一 ae = awı а, = 0, 其 特征 方程 为 : 4 一 


a = Та 937854 Мота), 


телеу + Мотър + FTE Ле затри. 


слать уло з 939) -E Vr- Уз, 


м, Ан ЖИ ик ае 
ТНУ а; = 


ма та га жа 
D= ja ой ако = |2 М 2 jı2 = можа 
لھ لھ اھ‎ 4 ча Мома 


mC = басу = Вас, = Di динавяятад, a = Си + С + Gas 


从 通 项 公式 的 表达 式 看 出 ,这 是 一 个 实用 性 很 差 的 * 坏 公式 ", 但 毕竟 有 了 通 项 公式 . 

上 楼 问题 的 推广 , ОВ n(n > D 级 台阶 , 某 人 一 步 最 多 迈 ma > т > 1) 级 ,有 多 少 种 不 同 的 
ИЖЕ? 

设 上 级 台阶 的 方案 有 7(n) ВВ fOD = fn =1 + fD Ht finm nS т ята 


жия AO = 1, 且 有 FCD = AD = 2. ја = Улоакт. 
得 推广 到 一 般 上 楼 问题 模型 ,用 前 面 的 方法 求解 其 适 项 公式 相当 复杂 ,几乎 不 可 能 求 出 通 项 公式 . 
БРИ 


ясвпжя-вЕвашен го Бажа. 


Fo = поели дари += + јад += Зое, 


ВРАНИЋ, Дит) = Пат D + fnt m— 2) + = + Дж. 
И РАСТА 


Xr+ яла трето + D fitm тате + Хун 


РО = AO HED — Оэ + (68) — fQ)— о + (F(3 — f(2) 
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ЮО (fon— D = f(m — 2) — fm = = 
кр fz. 


又 由 于 AO = јао = LAD = 2.10 = Удо Жана, 


Ес) 


== 


我 们 得 到 一 般 上 楼 问题 的 解 f 就 是 T 一 


= ВЕХИ x 的 系数 . м 


Gtit күйө, 
хах ЖЫ ИН ИЦ 
GIE] 
据 此 容易 写 出 原 上 楼 问题 的 解 , o. = > > хс 
2 变 系数 递 推 数 列 


1 (2 一 
178-1. 


2 a, = +1042" — D. 


ОНЕ = 2. 2 а 2). 


Фи ыт = Dus "1 и +1 = и + DG 2. 
所 以 ,数列 fw 十 11 是 一 个 首 项 为 а 十 1, 公 比 为 2 的 等 比 数 列 . 


ты шт Cu, рег 


Ë а, = (n+ Du = (n+ DD ° [Cu +1) 2 一 1] 
= (n+) e (e 2 — 1D m= ара 


D, 


жар Тя 


NORE 
э. Рио. тена 5 рада” 


+ таи | 


首 项 ,7 为 公差 的 等 差 数列 ,所 以 地 £ +a D.M x 


4-45 Gnt. 
4. a, = 20 пня ба Пал = (n+ Dla, = D, 
я (O ба —(т+1)]—(т—1)(я+1) = (n+ D(a, — я) — (n+ (n= 1, 
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Ë a =n 


s.a = таван + 21.8 


аза GH 49 
тања 1 a+” _1 ПЕЕ 
+ 


Рат МО) РИМ bes — bes = bros b,c РО 


65 aa = (n+ Dani = (n+ Da, 


Ст (n+ Dames — (n+ Da, 


= (n+ Dane 


= (n+ (n+ 0а, та.) 


места) e (nH Deme ит Пенета Зе (ај — ај) = (+i. 


> 


所 以 a, = а; + (a, а) + (а) — aş) + (a, = ад) + + (а, 


= паразити. 
Жа = la = Bra, нац = 33.0. = 153,3ЁН n > 6 Bf я! 9 ENR BELL n MAR 5. 
另 一 种 解法 如 下 ， 


Ба = Luar = Brans = (n+ Darr — (n+ 20а, „ВИД a, = Las = Зла = 9,a, = 33,а, = 153, 
4 = 873…… 因 为 m $ as 都 能 被 9 整除 ,所 以 由 进 推 关系 式 ai = Иа — (n + 2a, а 后 
面 的 所 有 项 都 能 被 9 整除 , 故 n 的 最 小 值 为 5. 


7. 原 方 答 两 边 除 以 n 十 2, 得 


жел Фал 
Ева 


方程 ,可 用 特征 方程 求解 - 
因为 特征 方程 一 一 2r 十 1 тои = зу = 1.97, = A+ Ва. FEEN ENIH а. = Ви + An. 
其 中 A, 有 为 待定 系数 . 
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з. 加 强 命题 ,可 先 用 数学 归纳 法 证 明 ;对 于 任意 EN SH z < 2. 


чил. < RERE < +, 
= رغ بے کیو‎ Ва сан 
Wn HIR л = „+ < + ЕЕ 


ЕЖЕ. Мне N° vz, < 2.0 zw < 1004. 
ж “本 是 的 解法 是 递 推 数列 中 的 数值 估计 问题 ,求解 过 程 采 用 符 殊 与 一 般 相 结合 的 策略 . 
э И 


F Dam м; 


=" Га атат lea ai a УМС 


= а-о+г-я+ъ 


所 以 


一 


+ оса +) 


moy, 


n+ зн Hnt 
36 + 
10. $b, = ma, ИРАН ЕЗ а =— ба +775. АБЫ, 
bus = [一 + D вида = CC тв, 
这 是 第 2 讲 第 2 节 知识 扫描 中 式 (4) 4/00 = 一 的 特殊 情况 ,由 于 此 时 коо) = b 一 
Ја =1. 


所 以 由 第 2 讲 第 2 节 知识 扫 摘 中 式 (5) RR: n > 2 时 


a- ә 0 +] 


所 以 a сочат 
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и. HEME (n+ Dan: 
所 以 G+ DO Фа, = n(n + Da, ++ Dn. 
HERBA.) b, = n(n + Da, M b = 2.8, —5, = а +, 


т. + 2n + D™, 


ишь, = + но = 2(1 + 2I нат ве вето ав, € N. 
因为 -лез- бірен + 一 br 


шт Бозала +O — e + Сал РЭ, 


ВЕЩ а. 


x a= ўе" чье = DCP tiati] 


= D Lint D — Cha (n+ DYR + Chas (n + D — oe + Cheas Cn + DEY J, 
ЯД + D | b, МЫ ти + D | b, Ka, € №. 
аз. BN ava = am + та, ,所 以 ,ac — (n + аа яба = m). 


тант ава =, 
9b = a ma bei == be =, 


-peh = солото = (DM a DIOH b, = D. 


ж 
раз 
从 而 有 а. — т, = (— Т и Овал = па, + СОНЯ 

这 是 ai = fima, + ко) (л) = б = С "(n 1)1 的 特殊 情况 ,可 得 到 


i .-. 
ив ”由 上 可 以 归纳 出 :对 于 递归 关系 

в = Гоа, + fim) f(n— Dg(n—1) + [g(n) — 1 Jas: 
МАЛЕ Я а: — f (Dg (Dares Саба) — 1], fe) [аа 一 fn 一 De 一 Da 
然后 由 变换 如 = ai = f(n— Dg(n— 1)a., 转 化 为 数列 名. 一 一 [g(n) —1]/‹л)Ь,. 
求 出 各 ,再 求 出 其 通 项 公式 


13. шея 
ажа ра о» 
可 化 为 
о 
ш] 


225 


ва D ntn = C Dn [za На па] о» 
ва ODO MORTY в. 


= Drd, 


рана (DEG чалу) 


+C Ол, СО арт ад с) 
因 (2) Хера 地 位 相同 , 故 由 (2) 式 , 又 可 得 


аа H Dar, 


-Dn nan) с) 
OR OR. (Dez. = СО [n Ca ил)! (аа плод. 


Маза МЕНИ. 


Са са тажо- аз ња. 


аа 


Мотото 


С Оча тобо сета) 


(O 式 两 边 同 除 кто". Рес 


RAN OA Tn РАНТЕ 


тп Din) әл, 


D [(n— Das — (и Ders 1. 


ММ БЕЛА ВЕНА I DIMER RE RES ORAM. Кас, + а таз. На. ко М 


BA) жй ri (D ETER въ НИЯ НОВА АУ. 


EHH) авонон она = аты 


这 是 一 阶 变 系数 线性 遵 准 数 列 当 с) = 


2 时 的 特殊 情况 , 故 可 得 


n=1 ë Желін 
е бєл 
„= Şan 所 以 ,a = = 1201 _, ира, 
ера +1]. а»: ази 


说 明 MERR а, = ода. кода. 十 hn)] 给 出 数列 {a.) ,对 递 推 关系 到 倒数 ,得 


Фь = 
15. CD ша = 


所 以 
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+a 1+а па 1 


падања is +G 


Катра? p aad 


++ <1+1+ 
所 以 2< жалау, <3. 


+ RR a > 1 KEEN RANGER. тея 


а > 1 也 是 数列 单调 递增 的 充分 条 件 . 


由 as Хан Ва, са + =n SO. ио, с n+ на <a, в 


Жара, Зе ad — ava, —‹я-1› > 0. MRR a, > + "+ вини ЕПЕНКЕН 
ЕЖЕЙ, M a > 1 时 ,有 不 等 式 


зук саса n+ а) 


тазды а za, 对 一 1,2,… 痢 成 立 .下面 设 a 二 1, 显 然 不 等 式 (1) 对 "一 1 成 立 . 假设 (1) 式 
对 nm 一 人 kt>>1) 时 成 立 ,要 证 明 (1) 式 对 "一 人 十 1 时 也 成 立 . 先 证 (1) 式 的 左边 的 不 等 式 ， 


еј 


因为 аз та + Е а + 


ВО 式 左边 不 等 式 对 二 一 上 十 1 BR. 
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下 面 证 盟 右 边 的 不 等 式 - 


А 


所 以 只 要 证 明 


<9++1+9 (2 


с дввшнияце + A 人 一 1 + нея 
ест) <a (ira 
BEARRA в Ден са Дт Г 
кишин. 2 < af + за (4-14. 


ва ZIR > ГЫ ЕҖ йз. йм n = k+ 181.0) 式 右边 不 等 式 也 成 立 、 
由 归纳 原理 知 , 当 а, >> 1 时 ,(1) ХИВ ВЕК ЩО Ма са 对 任意 正 整 数 "成 立 , 因 此 
МЕДОМ а 2 1 时 ,数列 才 是 单调 通 增 的 


з 非 线性 递 推 数 列 


因为 ar та + <а + 


kn = а + 


2.0 MIR a sara AEN D ER. 
3C нивое, 


5 = 工 有 惟一 解 , 即 方 各 


一 2 无 解 ,所 以 由 = = 


2 +1 1 
ы. 
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ысыла E ARESU а ا‎ 
所 以 二 一 xi 一 去, 所 Br = z, + (a= zwe = 1000 + 2008 x 1. = 2004, 
4D Бижан TREC, 力 组 成 ,其 中 { 引 由 数列 1, 2，…, 上 构成 ,17j 由 数列 人 ,一 1 ， 
ВИРТ 


1 由 于 前 13 ти аи И 100 коник жие ИН. РИМ 
б.в). 
SB ажна = (Var + 去) в ar = ш + Той) 为 等 基数 列 ,从 而 有 


УЕ = Ман = 551 
6B нирвани (5 


ЖХИЧУК = 106, b, = (10, 7. аката 


& = атау = подо, оф = ФФ, оф 
ооо, = ое. оф 


о эрт Је 


= 10 «oF = 10, 
Ва. = 102. о, 是 一 个 等 比 数列 .于 是 .oa. = 10а, = Oana = = 101a, = 107, 
所 以 ae = 10” „logare = 99. B. 
Та ЯН a.s, ча 的 关系 ,发 现 :为 了 求 MARL. 


BN am = газта 一 二 ae. 


жне 


这 说 明 数 列 { Цванлзвавая.налдхнад + ит. 


+02002—9) • 3=7+5979=5986. 


ТЖЕ 
所 以 аш: = 5986" 


8. singê. hO <a < 1I а = 


= чөю <0< э. 
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7 
ЕЕЕ — = £ . 
a = |—— ~ — .جف‎ 
в 


以 此 类 推 a = sin zh. 
е, аа а +16 = Blam ва) + Зала, 
) + 16 = бала, 


Slam + an)" = Blane + 


Slan а, t = да, 


Sami + a, — 4 = 2 ана, (由 题 意 可 知 取 正 号 ) 
ea — 
S Маша Ма, =? 


Wk. Var) RABE 2 НЗ ШОН В. = 2n. MIR a, = ат. 
10. 3.H re, = pg = o = rat = 2441. АЕ +1 Sn < (FF а = 2k + 1. 
k= тт) МЫ z. = 2[VR=T]+1, 于 是 ,(a.bvcd) = (21,1. а рена 3 


11. 933, Нани = a, = Ê анали = anna, — ЕН O ИМ Ваља) EFER, 


ама, = аа, 十 (一 D)( 一 2) = 20932 — n) ВЕШ n = 932 №4 amane 一 0, 但 由 于 aman = 


所 以 om = 0, т 2 933 В} Ж а. = 0, 所 以 mm 的 最 小 值 为 933. 
12 n = gn € NO навха ~ 2. 一 L. 


на 二- 二 -二 > 


+ 


а. 
%-ы 
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O HOD RR а 26,- 40.86-20, иш (а, - + } 是 首 硕 为 号, 公 比 为 


a =1 ×+ 
{хен = xz + бар. 


1 
Th +1, 


所 以 5. 


ad 
SC 


+ во +n 


кълба 


іха-т), 5» 
Ы 3 
14. MRIS m nz tr) = ntn + DÛ + n) 


=a + туба +0, дл 
тете а аж» 
=m xw. 
由 于 т?ст Tn) SLAN +da ЕТЕГІ ТТТ Ра SB. Ха + Я 
144 的 的 数 ,所 以 zx +x, 只 能 等 于 2,3 в. 
情形 1:z а 一 2, 则 zi = n = lk 4+5) = 24 = 2 X 3, 易 知 关 只 能 为 1 或 2, 但 此 
на да+) Ж.А +n 一 2 时 ,无 解 - 
情形 in n = 3, 这 时 С, Ва) = 中 X3, 经 过 讨论 可 知 仅 当 一 = 2,z = а = 2 时 成 立 . 
这 时 ,可 知 = 3456. 
ME За + 
тр 3456. 
综 上 可 知 ,zy = 3456. 


ааа) = 2, n + > 2, z, = 1, = Та 一 7. 由 此 亦 可 知 


15. AH am = Са) +6 2918. 
所 以 ада" 


+ о 
йз а, зо ај +2 > OMAE RAT a: +2 > o, ЕЁ" „у 
HARRER 
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НЕТ +2 
а +277 di +2 


БЕЗ; 
аз? 


i+ 


айт 
т.ғ... 3 


в а, +2) -3 
故 数列 fe.} ВЯ a, = Са +2) + 3978 — 2:15. 
Wank Ба 

о 
м о 
(2)  — (D RE baibai — bebei = — М. ВИЛ 
于 是 
#05, = 45, — bea Cn 22 3). 从 而 易 得 в, (п > 3). 
由 cr га + уза н 2 D Вен — 2," = з4 2. 
y а) 
则 о 


CD E — (OD E ЕС e 

НМА lle.) 递增 ,因此 с > со. TR 46. 
(n ™ BD. Жш = соза; = с ВИД a, = a (n> 3). 

ЖЕНЕ, n € N' ЕМ а. = b, = с. 

зи 本 题 初 看 上 去 比较 复杂 ,同时 出 现 了 3 个 数列 ,但 证 明 起 来 并 不 难 ,只 要 对 1 纪 ) R te 的 地 
推 关系 进行 变形 即 可 , 这 说 明 ， 一 些 较 似 完全 不 同 的 递 推 关系 ,其 内 涵 却 可 能 是 完全 一 臻 的. 


Hems = 4e, жс) = 0. 


Emi = O SDM ca = дел a 


1 


17. $4, = ITEM а, = jO — D. = ды = D КА am = ДО + aa, 
+ уко во -1› = [1+4+ рь орав = +°. 
из», = Ета > 0.45... = VT F агт > 0. 26... = 5, +3, 5, ++ 


去 (一 3 所 以 不 一 引 是 以 和 一 3= УГЕНа-3- УГРИ: Т-з=2жия, 


U} 为 公 比 的 等 比 数 到 ,因此 怠 一 


Куба 一 3 一 


= срути Ета 


Lye БЕТКЕ 
©? 十 3, 得 ao з« +С + 


18，(1) 从 数列 角度 来 看 , 谱 句 (4)(*z = x + 37) 可 以 理解 为 r-， = z. + 3th A € МИН 
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(Са = 437) 可 以 理解 为 <， 一 Az. фин € ND ,请 名 (2) — (6) 是 一 个 小 循环 ,执行 的 程序 是 


се: "2-1 ск 
97, ята ем 


同 理 语句 (2) ~ (9) 是 一 个 大 循环 ,其 疼 止 条 件 为 -n = 2007". 
жз, ята. 
ЕШЬ ERME.) p.s тама |“ до “Кеме. 


БИЙ тын = naa +3 = 4л +3, ra +1 = Аль +4 = Cr + D. 

Фа, = хы На = за, ARA а.) 为 等 比 数列 , 且 a = ла +1 = (zi 十 3) 十 1 = 8, 所 以 
а, = BXA = 2 XA", т, 1 所 以 тыз 一 2X4 一 1 所 以 л, = ана = 4(2 X4 
一 D = 2X4 4 zr RAXA 一 4 一 299 一 全 即 打印 出 来 的 工 的 值 为 2mw — 4, 

《2) AFEA ~ (6) 的 小 循环 后 ,n 为 偶数 时 才 执行 语句 (7)("y = y 十 4"), 从 数列 角度 来 
看 , 它 可 以 理解 为 mr = о +2 ем. 

Eb = yer Mbi = ba АЕ СЕРЕН ГОР 


所 以 yuri = 2л. ОМИН (BCE m= e + A) 执行 的 程序 是 „ш = „+ eme тА 


208-10) = 2n, 


jie = ‚үн .-2..2. 
Фет ре то жі) ВИЖ. =. за чат А) 


жез тањи ве = 2 =+", т. 


+ 


两 式 相 减 得 $em 


ш 


т _ 3013 7 _ оз 
Шан = ане = эр = a TORR ваза 08. 


ТНР n BA ni = ИА рон Ва > 1. 所 


以 张 三 同 学 说 的 是 对 的 - 
1 


19. фа. + 


aa + 
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а) 


Ф 


7 


把 式 (3) RARD MRR 


о» 


把 式 (4) КАЖИ) ят 


0.9 = ha, +1) = 


пе-аща-м. то вата + Û a = 1 所 以 二 一 0 这 是 不 可 能 成 立 的 ! 
ЩЕ ИМЕ =— 1 а: — ka, + 1 = 0. 


а) вервай = ha, това HÈ еда 


= и. 


СИ" 


ам та, Шан та. тад = = + 1Cara +1) = 4X 2007 = 8028. 


me EL дда, = 一 二 上 ‚иии ЖЯ, = L 


ant Битка a 


《2) 荐 kw 一 1, 则 ar = 


алалат = 1. АЙ анааан = 1, 
所 以 


ва завеса ка КС Ва то Та 一 一 2, 再 由 式 (5) 得 ， 


1 ә = а, =—2( = 0,1,2,3, 


+ база, +1) = (аа, + Dasa, +1) = 1 (аза, + 


ВЕ. Caras + Diaa +1) = 1.0 


D(aa +1) = (aa + Daas +1) = 一 


“ Улм 
акт. + Da. +1) FF 8028 g — 2, 
20. MAHER RR 
вм За, = (2n? — n + DC DY + +2. Зал € N. а)» 
+ a = h +O +у ОСП" я Нан € М. Ф 


其 中 пусти 为 待定 系数 ,以 使 下 式 成 立 : 
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в.а — 38, = Osn € N, z о» 


а ый, Lao uwa ие н 
把 (2) 式 代 人 (1) ж.т. т: т-а" 7” т" 7 
“所 以 ,jn > O ЖЕНИ, АЕ з.И ЯК 一 ae 一 = 一 = RN, = bc = Ê, 
nEN RAD хе 
a = IC 00 +29 DE D2 +за- DHI ја € N. о 
Lami ви, 
也 可 表示 为 а. 6) 
—1вт—5, 
一 3, 一 13,11,19.169,475,1623, 并 且 
Samata вена, = ДЕЗ все се — 2an’ — вале N. с) 
4 &4.,5. 的 递 推 数列 
LB а-я тина, m 5,—5,, = 4:57 Fm те ПЕН 


LA MEMAPAR. 
э = азы “бул тати =b 
ЕМИ а = а = базу = asz = 
Пиза = = ли = трон тата же жазыу, 

一 般 地 ,有 周期 性 = = то ФЕ №. 

又 因为 nm = x =a, э лу Жл) вала а а = ОУ Sm = э Жа ва +r = b-a, 
мал ; 

WW ha аз еа, r 


FEN zna еа m= са) ЖЕ, 


жа = rna тда = (төз та) — S е rara = zna два = za 


IB 根据 组 合 数 的 性 质 ,数列 1,3,3,4.6,5,10,…，, 其 实 是 由 С1.С),С1,С1,С1.С\.1.- 组 成 
th. 因此 ， 


5 = а+а+а+а+а+е+с + Che 
=а+а+а+-+ 

= Ch +а-з-ар-з- 217. 
4D 取 满足 条 件 的 特殊 数列 , 令 A. = n(7n 十 45),B. = n(n+3). N 


ю+санажа+-+со-а 


=A An = Un +38, 
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能 使 名 为 整数 的 正 整数 = RM DEn l = 2,3,4,6,12. 共 5 个 . 选 D 


5 С MARRE: 3a — D == (a, 一 D (а, — 1) 是 以 8 为 首 项 , 公 比 为 -的 等 比 数 列 ， 


и БЕТЕР ТЕЕ 
ра 
Е ту: 

ти |5.—я—5|=вх (+) Тр 3 > ШИВА НАЛИ n = НА C. 


6. В а, Fars = msing+eosg а, + а, = (п— Dind + сом, MHIR али — а, = sing, 因 
еа) текли ВИКИ АЯ sind. B a, = cosa: = sind. 


пзжкяжнак. А atatt 
ИЕ 
~ + Deon буы, 
аа + tan = таз +" 7 Da = под "© 
к Simi та Жау ар Ha, + + ав, дъна 


= (+++ Fans) + (а Ва +++) 


na-n 


ЕТТЕ 


„ә 
- G+ Des + ncn + Dein 

因此 选 B. 

+ рента. 

EWW: "+ ал, = та, (т + 2)(n+ Палма = (n + Dag. 


2.05.) = (n4 D'an fa S. = па АИИ с. 一 Уан — ma, 


НИ (и + Dua.) нЕ МАЖИ. МЫ, (n + Dna, = 2.1 


n = 1.2.3 


р 


ат) 


Зба tat tatas) 一 +3) а. о» 


<) ЖЕНЫ. = (n + Зал — (n+ 23. ВО па = (а +. КИ 
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š ИР 了 
тека +в T = 0я Тат 
Жш a, = ЕО („> 1), 于 是 得 
1.2 
"+07 


Чер 0 


-й- ыры 


5.96. — 5, VS. 4 2/55, 


ва- Dyn > 1. 
= IIHS Убе?) = 0 
> Ух - У =? 
= JS на е 291 
=s. = (2n 一 Di 
жа а. = $. За = (и D? — (а = 37 = Ва а > D, 
1. пъ. 
же “lean, я> 
10. 型 因为 а, = а, + 2а, + За, +++ + (n= Dag (r > 2) а) 
所 以 amı = а + 2a + 3a; 十 一 十 om 一 Da 十 中。 e 


МЫ, (2) — (D 得 ac а. = та, Жан = (п+ Па > D.N = n а 2 2) 


所 以 „= 


а ана а 


= [nn 一 D • са ага, 
= Ги — 1) Сеат Уеа о» 


Ша) ЖЖ 2а = а 20: Ща: = ада = а = 1, 代 人 (3) КВ 


а. пазе бен 


2 1 2 
ант и ИУ 


所 以 аут < j < 2V ATD. 


п. 2-2, 因为 


ва 23 FFT < РО л. 
на кит-о<куят-о< 2) 1 <а ас 


所 以 па ато Ў аен 


KURMAY наҳва -іжжа:”- 


12. 2005. 设 第 "个 等 边 三 角形 的 边 长 为 <. , 则 第 ”个 等 边 三 角形 在 抛物 线 上 的 顶点 B. 的 坐标 为 


(иа вал + Дава вт вал +). 


H 
тий n HEAT в. юану: (Ta) 5 


а) 


с) 


式 (1) 一式 (2) 得 ， 

变形 可 得 ба та = 1) * (a, жа, 

HF a, ға О, а, та = 1. 

ERO) 中 取 nr= 1 可 得 ро = вар кожа = 1. 因 此 第 2005 个 等 边 三 角形 的 边 长 为 
ама = 2005. 

s. nel, 
шил ы 列 中 MXR = 

说 明 。 本 题 以 解析 几何 为 痛 景 ,考查 赴 推 数列 中 S 35 a, 的 关系 Рат 
本 题 根据 题 意 得 到 式 (1) ,再 根 据 遂 推 关系 得 式 (2j ,是 解 题 的 关键 这 也 是 解决 递 扒 数 列 通 项 的 常用 
жй. 

13. ПОЩА S. = 2a, 一 3，2 十 4, 所 以 S-， = дал —3+ 27 амны 


а.) — 3427-29, 


Sa =S. = 
Basa = 260.1 =a) — 3 2 ал = 2а. 3.27. 


su- 


两 边 除 以 29 ,得 2 


-.. 
ет 
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Ж 5, = га. —3 + 


А.Ц а, = 2а, — 3 + 2' + 4, а 
аиоли = = = 1 为 首 项 ,以 总 为 公差 的 等 差 数列 ,由 等 差 数列 的 通 项 公式 得 


Зан 


一 1+ (n= De RIKA a.) бажа. 


стао жа, = (29 7). FRA 5, = да. = 3-2 FARS, = (mn 一 人 2 十 4 则 


За 4 ° 2°. 因为 Т. 为 数列 {5. — 4) NT "жю, 


5- 
Т. = (S -DHS + + (8, =0, 

则 T= G10 2 HG24) o не #ан- ет, о» 

2T. = G1) 2 + (30 24) o2 + e ит она, а» 


со 式 与 (2) 式 情 位 相 减 , 得 
“T= 1D e2 F32 HD Horr +3 2° — (3n 4) 
一 一 2 十 3 (PHP ве ЖЕ) (nA) 62 


a24 А-ға, ы), 
T=? 
БЕСЕУ 
所 以 T. = 14 — (14 — 6m) + 2. 


14. D ha = 5, = би — Das Жө, >0 а = 3. й 5, = La, — Da, +3) В 
Sa = Far бае Ва, = а аа, в) Ka Han) = (a, Баа, а). 


BIN a, tani > O Ш а, 一 ar， = 2, (a, ВЫ 3 为 首 项 ,2 БАВИ ФАНИ, Ка. = 2n + 1. 


B ET 
Ф йж, = 2 十 1 所 以 5 = мања һ (р). | 
теье = 4 [(1-1)+ (1 H-H] 


3 2n+3 


рати 

18. CD я = 1 时 ,由 2(S, HD аг +а фа: = 2422.8 265. +1) Зала... 
265 十 1) 一 Hani АНИ, а, = S. 一 S- Raan = 1, 所 羽 数列 fa.} 是 首 项 为 
2 ,公差 为 1 的 等 差 数列 . ИТШ а, = n+ 1(n € К“), 

СОМА 是 首 项 为 2, 公 比 为 2 的 等 比 数 列 . 故 六 一 2 

ма НТ. = ба +, + +++ ен 


дача,» 
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< МР, = FÊ + inn Аво Ша. = T. — P. = +. 7-1, А. 


ва < d, < d, < ds < 2007 < do < du < = На, < 2007 НИИ ИНН 
调 性 判断 ) 所 以 d, > 2007.8 T. — P. # 20070. АЮ). 
因此 同学 乙 的 观点 正确 . 


5 визни 


L.C asa = awe — ami = баа НОВ п > 1.a, + ars 十 an Fas Fas 
ао = 0, 从 而 数列 中 任意 连续 6 项 之 和 均 为 0. 而 2005 = 334X 6 + 1.2006 = 334X6 十 2, 所 以 前 2005 
项 之 和 为 mW Ва = 2006, 于 是 前 2006 项 的 和 等 于 а, + a; = 2007. 所 以 选 C. 


LA 因为 数列 fav) WE a = 2an 


а.) — а. 


ЖАЙ. n EN Ка, RE а, а. Мане = а, = Êk A. 
3. C ШЕВА, KARN dr BUH За, = Taw Ка) +44) = 7 +90 8 d =— ост 


PRUH a.) шалма, = a + (n— (= Жа, 


a, 54+ 


ED >o, 


55-4я>0. 
Ен | >% s 55 


51 4n <0, 


Xn € N’ sftn = 13,4 C. 
4. D HMR, 


ие š, 
一 1 一 63,5% 63 行 全 是 1. 根据 规律 写 出 第 в. 62 ,63 行 分 别 为 : 
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由 此 可 知 , 第 61 行 中 1 的 个 数 是 32 О. 
вс iü fee = UU foi KIRD, 
1090) = f (9T) = fP (104) = = = fa (1000). 
HF — Л 1000) = F>” (997) = f? (998) = f0 (999) = f” (1000), 
т, уе (1000) 的 一 个 周期 为 4. 
f (1000) = f= (1000) =. f" (1000) = /'? (097) = f(998) = 999. 
Аж. C. 
6. А Ша 6m SX +1, = 11 = SX 4 1, 
学 归 纳 法 给 予 证 明 . FH п > 1 а а, = Стой 10). 
к ди + a + === + ары ти 6 + 2005 == 1(mod 10). Ж А. 


В, a, = 5 X 27 十 1, 然后 用 数 


[+ 
7 偶数 ,奇数 交 铺 出 现 的 数列 ，。 “由 二 项 式 定理 可 知 (1 十 V2)- + (1 – се. 


HID e 偶数 一 (1 一 V2)" 由 于 一 1< 1= E < O, Rk | (1— YE 1<1.на- вм, 
从 而 [(1 + D] RW tnn. 
8-29. Ша, та. — aner Наль Ha... = аы ал, taa MN 


Вана = (ар аа + Ane) ¬ dns аль маши,‏ وه = тан‏ په 

тщ.) 是 4 以 为 周期 的 周期 数列 ,为 求 前 2002 项 的 和 ,需要 先 求 出 o. тй М Хх Ж. 
ата та + =—5,Җ а, Har Has а, 一 一 56, 所 以 ,asrl + авы аца “аға --6 E МО), 
Җ 2002 = 4，500 十 2, 所 以 ,ai + а, + + + аны = 500 + (— 6) + а, +a, =—2997. 


(5 ава 


ах жаш = FIX указвате L 


Шуа = аи ои £ 
2+ (ет) DR a, = Tas Tim таана, z + 


Тун в 
лам. + (=) 0I n AKE a кали 因此 ,所 求 集合 为 { 二 上- 


10. 2+3. Han =1 


a Bid 24742 
š ++ 23-2 
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کو 
.2-43 : 


У%-2-УӘ-і 
D +3 


„ани 2/82 
++ 28+2 


2237-4 


=2. 


故 数列 {av) 是 周期 了 = 6 的 数列 ,又 2004 + 6 = 334, 所 以 ,an = a, = 2+. 
本 题 的 另 一 种 解法 如 下 ， 


Фо, = има, — $ <0, <р = 1,2, 


) ,由 三 角 公 式 ,得 


tanê, 一 


二 n0 = tant, - 30°). 
ЕКА тича ти 1.2. 


Ко) 是 公差 为 一 30" 的 等 差 数列 ,其 中 6 一 arctanl 一 45", 因 此 ,8 = 45°— (n 1) X 30", = 1, 


бы = 45" — 2003 X 30° = 45" — 167X 360° {30° = 757 + 167 X 360", 


1 
йлы 
ят 


从 而 ,有 ass = кабы, = tan?5" 


= а 


1.1. Малта an ЭНЕН 2 +1—1 = 0, 它 的 根 为 


ыу += 


+6 1255 
В тър ща 


Ж). ато< НЫ 


5 < 1, 1 < Ê ям а= 0, чл 为 


1+5)" 


充分 大 的 奇数 ( 若 有 > 0) 或 偶数 ( 若 B< 0) 时 ,a. < 0, Жа, = 35) ва = 1.a = 1.8 


же. = (ску, 


п.п. a= пох (С 


„Лод = зоо + (– + 


1f + 2002 
ا‎ fl TF 


242 


ятим нов, Ге. Мо? „|, 


Гу T 
所 以 куа [>] јао [> … >l ја) |, 
леко | _ 2002 
мапа GEDI - 2002 <|, 
所 以 IAD >! f12) [> = 


АЛО < 0, f(10) <O, f(9) > 0, f(12) > 0, 押 以 fo) Ө ЖЕ f(9 R 12) 中 的 最 大 者 . 


гю“ x (4) 


и» га» _ зов х (L) So、 
TO вх (2 ч) 
PAS = 12 уо) 有 最 大 值 为 012) = 2002" x (去 ) 
13. 为 证 本 是 ,只 震 证 明 ， 对 每 一 个 正 整数 "都 有 
МЕн - М9; > 1898, > 8. +1+2 / 
өйы — D: > 45. о) 


由 S. ЫЫ 
а + аи — 2n + 2) + oe + D 
=. =a D. 


R ka, > 2n +1 М, ЯШЕ т > 2n + 1 Bf, > 1" > nr 一 4n(n 十 1) 即 可 ,而 上 式 等 价 于 
[r= (n + D] во 所 以 ,(1) 式 得 证 , 从 而 原 命题 得 证 . 
м. ВИЖ а * a.s = 1+ вш, (n> in € М). 


ЗЕ n + я Қ aan = 1 а 
ЕА 


Феба m رة‎ Mib 


ARR n > 28 bi = 20. = З.Н аа Баа = 
由 数学 归纳 法 易 证:a. 都 是 整数 . 
15. 由 rr = ба —5, 得 特征 方程 xz 一 6z 十 1 一 0, 知 有 两 根 3 土 2VZ. 


b. = G +2/2 + ata — 272". 


一 于: aa Abn = brs НЕМ 


+. нагна Han = Зам. 
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Atam 2, 


RAA = 2.b = 10 
ааа +32 


1— zy; 


= Таз 一 上 шаша. = + Га уђе а vD]. 


z # 
ща = аб a, B = а D ERI а +. 


所 以 ， 


WANARA h = 2.b = 095, ЛАК. 
因此 , 若 户 为 5. 的 一 个 家 因数 , 则 户 生 1(mod O. b, 可 以 写成 2 个 整数 的 平方 和 的 形式 . 
16. ойл = la 一 和 及 三 给 遵 推 式 得 六 一 中 一 1, 且 zi = Моћ = ай 103), 


mith mansa да sm ے‎ 


Жълтата = = 


ъв 


тт март тена» 3) о» 


OSEA m ОЕ НЕРВ ЖЕ Ща, = 21.1 дения, — з, = хуу лу, 


жез = 1+3+ От = та 


r-ra тата sr = mn ва + 


Сиси пр Ри ИН аа жасы, 
所 以 жаға = в + хо = ређи 


k обрата и СОП вал ае ЫЫ 


(D 当 妇 一 4 天 0 时 ,方程 式 品 一刀 一 1 有 两 个 不 相等 根 , 设 其 为 e, Ва ВВ = 1. КАС 
Джет ара ово: т два — вел = «(лз = Pra. 
MA а, ага = Чата) = та =", 


arsa = Ж. 


a fe ma (a — а н 
从 以 上 两 式 得 
га 
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Ші = 1х, 一 为 整数 及 递 推 式 (1) z. 为 整数 (m € N°). r + n Ве + asa = rh ВЖ 
全 平方 数 . 
RETA, Hars + za (т € №) 为 完全 平方 数 . 
чи 
2 


17. ies 


07-08] 


E.E „1, 
-S ее) (2e)]-[(s6y – (697) 


а) 


除 以 8 的 余数 ,完全 由 5... 5. 除 以 8 的 余数 确定 
因为 S = СЛ, 5, = ОЛС = 3, 故 由 (1) 式 可 以 算出 {S,) 各 项 除 以 5 的 余数 依次 是 1,3,0， 
Бл зе ЕТ 6 为 周期 的 数列 ,从 而 8 5,63 | ， 故 当 且 私 当 3 | 时 ,8 | S. 
18. YRR? сласт 的 自然 数 mn 将 二 的 二 进 制 表示 为 ， = бо И л, = 1, 
m € (ој = 0.1.2, в — 1. 可 以 证 明 


+C bas о» 


PREME n +n 为 偶数 n= 0.3m OALED эдн, н [ |- сыл, asan 


йл, + АЯ п = 1,2(mod 4, тЕтта 
反复 利用 (1 к. 


аа-а ат D 
EREN AHIR- HM AAR Божа же воли чех 
奇数 时 ,满足 2 < x< На, = 0 的 下 标的 个 数 为 0. 


= сн 
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МЕ 为 偶数 时 , 若 тото жива 4-1,4 жі. 
事实 上 ,(2) 式 确定 了 一 个 胰 射 F: A = B, RP A= in|? < n< 2 n СИМ 
ЕБЕ B = /由 十 1 或 一 1 构成 的 项 数 为 的 数列 }. 并 且 
Сет) = СС рече С Dies 
由 于 义 中 任意 两 个 元 率 的 二 进 制 表示 首位 都 为 GR = (arm) om = бал 
ж = 1. ЯВ), гг, ЮЕ С DY © (—1)л'„ + . KR 9 是 从 A BIB i 
№Н, ИЯ А|-18|- 2, 所 以 又 是 从 4 到 忆 的 满 射 ,从 而 ?是 从 4 到 日 的 一 一 对 应 . 


上 述 事实 表明 ,为 求 使 得 <n <2"! На, 一 0 的 下 标的 个 数 , 只 需 算 出 呈 中 从 出 现 乞 个 ~ 1 的 


эз»), 


ә” 


数列 个 数 . 而 这 个 数目 为 (二 

综 上 所 述 ,可 知 , 当 上 为 理 数 时 ,满足 条 件 的 下 标的 个 数 为 0; 当 上 为 偶数 时 ,满足 条 件 的 下 标的 
лвл с}. 

5. жен. 

ик.) WE PE же. И 


а-а +1 = - 


Маан 一 T 十 1 
= Уба = 17 Уан T+ 


将 上 式 变形 得 ， 
= = Dam + Yaan T- 1) = 0. а› 
ЗА МЖ аа > 1M ani > aaa + Маана 1—10, ав Маат Î = 0, 


Ша = ELEL > ан, аа > 1. 


所 以 式 (1) 等 价 于 ван 


(2 


ЕМ за 12, Да > 15а‏ ا 


由 а = l+al>a = 


由 (2) 式 知 ,该 数列 的 所 有 项 被 = 1.4. = 2 所 惟一 确定 


再 证 存在 性 . 
只 需 证 明 对 请 足 a = la: дана = Ане N- йа.) 中 每 一 项 峙 是 正 整数 即 可 . 


事实 上 , 先 可 求 得 w = l.a = 2,0, = дка, 
HFN ZS. RE а.в. 


(ats ааа 十 3a +1445), 


1+ 


а + Зара + Jala + = at, За + 3a ал € N°. 


所 以 as | ші. 


аа +1 


а, Ча. ЮХАН ат) = (| Ја +1 =1, 


АШ г.а. а 

өз. женіс. j 

20. чо 均等 于 1 NAE $f. 所 以 著 存在 所 要 求 的 最 大 值 z. W KT ST ми? 
та Ci > D 后 ,由 条 件 (2) ж.» 所 能 取 的 值 必 注 足 二 次 方程 


+з, tlta) Ma 是 正 整数 . 


(ка + (+1 arz (z = -)=о. 
а 

но ЦИЯ ЖИ. 因此 ,从 初始 值 r, У Т ТН 

вата ет. 

Ел > 1 所 以 ,为 使 4 № т 可 能 取 值 的 形式 是 ; zre ФЕ O Rr 20. 

ЖЕ, ra 仅 可 能 取 2. 的 形式 , 且 最 大 可 能 取 上 — 1994. Ж. ЖР ЖЯ X k N 
amm, 

ROVERIN ERE 的 序列 所 可 能 取 值 的 途径 . 我 们 用 图 来 表示 , x, RUE, ЖИ 
НВО) 所 未, ИЖ т, = га Ата 可 能 取 的 值 如 图 (2) Як. BR та = 2 М z 可 能 到 的 值 如 图 
G) иж. 三 个 图 合 起 来 得 到 图 (4 

所 以 ,序列 ул элу 所 可 能 取 的 值 , 只 要 在 图 (4) (+. ИТЕ 
,共有 四 种 可 能 . 按 此 得 理 ,可 以 用 这 样 的 图 示 方 法 来 表示 摩 到 + yz sz 所 有 可 能 取 值 的 途径 ， 
МНС 中 的 xs 出 发 ,依次 按 "所 指 方向 来 取 下 一 个 值 , 直 到 取 z. 显然 共有 2 种 可 能 的 途径 , 如 


Pen ко‏ “پو 2, و 


1 
ата 


所 以 必 有 ~ о 


свака а ла ела эл» аа pin В по ока әл»: 


分 别 给 出 了 n= Tin = в ева E. 


ж--і% 


| 


РЕЈ 
а» D 7 


с-е2%--1-----2қ--25--қ--2%-- 2%, 


И "I HW N N 1 


ада Ааа س ا‎ АЫ 


第 20 题 图 
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由 图 (4) 的 结构 容易 看 出 : 若 序列 ror ‚т. 的 某 一 种 取 值 途径 ,使 r. 确实 回 到 图 中 的 r。, 屠 
么 ,这 个 序列 的 到 值 图 必 由 一 个 封 亲 的 图 路 (可 重复 ) 表示 -注意 到 т. = со ,所 以 ,在 第 一 行 取 值 的 个 数 
人 比 第 二 行 取 值 的 个 数 多 1. 因此 ,n 必 为 偶数 . 现在 ”一 1995, 所 以 这 种 情形 不 可 能 出 现 . 因此 , 仅 可 能 
йз = ла = 21. '. ШН É Х.х. ВХ. ВНИИ + = 1904. 这 序列 仅 可 能 是 
zi = 25000199. 


жән = zy, 


щл, = 2, E 


6 递 推 数列 的 极限 


MA fOr б Оё И 


СО 
Пот 
2. в 只 要 而 图 就 会 很 快 解决 ,或 只 要 给 上 述 所 求 得 的 通 项 公式 两 边 取 极 限 得 r = з. 此 题 不 需要 


2 21 1 а КЭН 1 
HE x, = intg) пева Cae Far IRN r + pari =з, + pra 


= ра = m MARBRE n = haki. = 于 (ze 十 xs) 可 以 推出 xx r 


RN n-an = 一 去 (一 mv та =— Есета) 


? 


一 一 二 (er 一 zx 


2 2 


рона) нивата а а РИЧИ ох, = 2 得 zi = 3. Ë 
вв 


MC $a EMA ti = Tra HERPE сы очном 


== асно (ауа 


所 以 ramant 


于 是 ar 
711 
ізі 


40 + y = 089 art + anr + аш = 0 因为 2a. = а, + аы, F Ú 3 f fk 5: 


GHD Cars жен = Waaa tas > Ord рова = |1- 


кв. = کے‎ = ш(1--1-). жык жык к= +в, = (i-i). 
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的 ,所 以 名 一 | 


А = а, 


ата 2,4) = а + Зла, = а +4, 


ЕЕ 


iB Flim = lim[a + Си DAT" = BEDA lim Ch by + hh + + hih 


SA тема. баа) +2 0н речь. 


Ша = бата) бал аа) Са — a yta 


а = am а. +2, А Па, 


Фая пен +2042 = исто, 


= "+3 
Dero- t 


| са, 
ратан 


” 


Cam Han) Cami та) (a, aso. BN arı + a, N 均 为 正 数 ,所 以 sr; = a, Ба. = 
МУ. НИМ, 数列 {a.} 是 单调 的 ,又 ai， = 2,a: -,/2<2.ша-а < 0, ISE, Ca.) падам 
ть m ai arı = 2-а. 


~ ва Ер = E щщ, 3. 


lima, = зой a = БЕ ари, 


«<г-аф<з,-2-<2-4-оьнав 


$ neyt -3-..5..(4)7 
= PAENT MERN Ma- u. (1) 


в. ya. n, = А, = (a. + 
= A= Ма. 


9. в. 求解 本 是 的 关键 是 计算 数列 {a.j，i1.3.6,… BB n жт So). BBW линия 
Ж а; — а - 


=з, 


将 以 上 "一 1 个 等 式 暴 加 即 得 а = 24 3+ е Жа, = 142434 ат ERED 


та зид = Da = 
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ж т 
8: Em зор У EP SGD aD 
$ 


10. р. ЖА aln "дана, +а 26а. Наш )+1 ™ asna, 

Ж Canı Hani —1)# = 4ана, аш, Hami =1 = 2 aras ( Масу = Маг) = 1, Jarî = 
Уш-і. 

фу: = 


HDHD _ 
En? 


5. 


т". жив = Тора, 3 


Jat e+bm 一 b+1 _ 
са 


0, 


азы-о, 


за суша Я 
12. F Въ Т ЖА... 
b. y: ltte 29 1+ сою к 
(2) И - Шаң ہی‎ $ = LESO epe, n = o Z, 
Ца = соо -三 ,所 以 = 35. Е рит, = 25. Мила, = 25 
所 以 ”co 有 到 所 以 各 一 е а жшн. اا‎ ше 
зз. (+o). нон е, m s. = ағалы Ма = 1 时 ,由 m = 
. (Z.+ =). = Таља 1 


прања Фа направа. =5,—5 = аа? (+, OJ Ма, а. 


= ший a, + нй S. = nt. Blim Ê = | 


Ма я. 
пати ар еи y. 


W. 设 第 次 去 健身 房 的 人 数 为 < БМВ AB. +h. = 150. ВИЙ a, = Бел + ва 


9 2 7 £ Ба. — 100 = 
= тое Hig 50 али = arı +30, a = тра. +30. i bla, — 100 = 


T Cami —100), Жа, 


— = а, = мо) „ар a, = 100+ (Z) + ба — 100). ВНШ lima, = 100. 故 随 着 时 间 的 推移， 
去 健身 房 的 人 数 稳定 在 100 ДЕБ. 


15. D ВАК. = то +з >з). 
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《2) 由 已 知 得 ,at = ara = fa, = 2 ВИН a, = ( 


1 та 
ам р 


ЗЕЯ: 由 于 > 


і 
T= 


Жо. BAKA — + на, 
《3) HF z, = (rg — ra DF (za тла DF H (лу — n) (аз — n лу = а, жа, + 


АЕ - ТЕ < A о OE 
же + +0. ХИН a) MAE- + € СО Ати. cen mmg 
z 


WW MA Ст DAs Car.) А, Слз еж A (E.0 (BEE mink ИЛӘ ERB 


过 于 这 一 点 人 
16. O HEMN yi = Зу == 3. (За 


фэн жота = Вуна то, 


зе ән (E а (EN е нс. (F). 


з. у” „икат. 
жЕкЕ у, 一 = 
-2. (5) ЕЕ. 


故 点 到 (P,} ПАЗЫ.) MANARE 


Жз. (8)7 қысын. oa. (4) 


ç‏ =1 ہر 
-Яп-са»з ($) -п+е 3. ($).‏ 


шн p 2 = МОЕ ВЖ Ayi = Зум ель зы, 


则 Fre 一 Ta 
Шіл. = (zs — ma (+ (аз — za DE == + (а — т,)+ (л, = по 

= 4.[($)T + (f) ++ (f) + (E) n= =e: (E), 
" ИЕ = (E 


同 理 ,运用 下 标 换 元 的 方式 再 得 到 点 列 {P.} 的 模 坐标 教 列 {z.) 的 通 项 公式 是 ， 


1G [o-2 (£) 12 ара. (£). 
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20,іту, = 0, 故 点 到 {P.) 存在 极限 点 , 且 此 点 的 坐标 是 (20,07. 


说 明 AALP.) 是 在 工 轴 的 上 、 下 方 来 回 摆动 无 限 趋 近 于 点 (20.0)- 
17. со 由 囊 并 联 电路 电 图 公式 ,得 R. = 1+1 = 2, 由 图 (1) 得 


рати 

4 جه 

ва +] [је 4] [а 

в в 

а» и Ф 

这 是 数列 {R,) вата. FERIR) 的 通 项 公式 ， 
+= пъ о, = -£ 
я ka-n" о и 
同 理 ,R = ‚пени tr = Rimeno, 
得 x №1, 3-35 


ЕСЕКТЕН 


тже, (но Ê, тян. »= (85 


36 3-5 
Ем жи 
R= = -( о) х5 = 9+6) GHA) -UE G-A ee: 
та (5 [GAV Љу] 
3+y5 


(D чввеухяннат R 就 是 当 ” — co M R. 的 极限 .因为 0 < q < 1 所 以 limy = 0, 因 此 ， 


另 一 种 解法 如 下 ， 


由 图 (2) ај R< 1+ 


18. 先 证 明 一 个 极限 等 式 ， 


ант). о 
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1 


Te=1+++(T++ с 
由 (2) же, 
1 а. 
TSF 1+. O 
以 及 Te <ї+ї+ женена 1+». o 
从 (3) RMD RA 1+4 < Te <n+1. 6) 
ан 
那么 lim < lim Е < im. с) 
БРИНЕ 
жалост e 
Фп flim у = 0. Ф 
Жо) 式 及 (6) 式 ,立刻 可 以 得 到 im ТЕ ао 
那么 ,有 ii 
= - 
又 Иби тб. 221 а» 
-- А – на = 1 а- 
w па в тва = а-та. а? 
NA... < b НЬ, | п € № 单调 下 降 .从 而 .结合 limbr = 0,4 jimh, 一 0. 那么 ,得 (1) Ж. 
记 5, = а + а +" +a ЕМ), аз» 
MS. = 5, ван = S. HEBA Sha = ++. РЕН 
ао 
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MOD 式 ,对 于 任意 正 整 数 n, 有 52208-10). 
从 (15) 式 和 (14) ж.ж 


я<гзеа-о (t+ )+ (1+ + 
жаз 式 和 (16) ж.н 


4-1 


CD xt 


BIH HEHEY SRN 
„-б= а E AT 
Бр WN a, Ew ааа р. 
пао 2.20. S =2а +d = 10,5 = + 3 
2,8) ,与 它 一 致 的 一 个 方向 向 量 为 


а В рр (2 
<1+2+304=36 ВИ 4 = 4. 90, 
1 


-DB 
зв 由 于 fav) 是 遂 增 数列 ,所 以 
з-а>0,а>0, 
в 1<a<3. еј), 
即 7(3 一 a) 一 3<a:, 解 得 ao>2 或 5 一 一 7. 联 立 (1) 式 ,(2) 式 ,得 2<o 一 3. 选 B. 
+4 А 如 图 ,过 点 (al ,0) 作 与 y 办 平行 的 直线 交 昌 线 于 点 Bi 过 点 В. 
МУНИ у а FC Ar 此 时 ,由 于 B. ПИЯ o 
从 而 A: жи а: 按 此 方式 不 断 进 行 .( 以 后 的 作 图 方法 与 此 类 似 ,不 
再 壮 述 ) 则 得 到 一 单调 递增 的 收 笋 数列 fa.) НЯ, ааа, Е МО В 
ПОРЕ йй B,C,D 是 错误 的 , 故 选 入 


5. до ва. fh f(z — 1) = f(2) — ща ВЛ 
а f(1) ће". 


каяш со 一 = [12 +3 + оне Ио = 三- 


Fa- 0 аа 0 062) ga 
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аз 


ае 


an 


ав 


а» 


ао 


Ф 


-ъ ZnB BARR У.с) а, fs (2008) 一 2007 一 2008 —1, 
2. (PAo) (а) (аң). mts = 3 一 0.6r 和 > = 0.6z 组 成 的 方 各 


组 得 忆 NERC). tS. мя (о) виа +A mm + ZM 
т т 


У 0. 组 成 的 方程 组 得 P 的 坐标 (号 ,1 ) масоз 和 点 (号 ,0 ) юнит 
* 


+= нут 0.6z 组 成 的 方程 组 得 P, 的 坐标 为 ( 王 ,1 ) НАР. РР, 的 坐标 归纳 狂想 


5:28 
得 Рь ВХ (узо) 
ун 2 2 қ га 
s (-+) . BOA, = ло миелин = j H bn = gn E М аа, = рс, 
R an МИ. 
这 会 比 康 夺 更 容易 理解 - тиви. 


Агт 
将 条件 与 结论 结合 起 来 可 发 现 ,由 bens = g 得 
+2 +2 
кр қз,” 
Ж опна ва (137 
于 是 有 Салта иза Са). 


ь Р Еру 
үк Ст) -( 

9. CD 8 Кю = art + kr Mi fC) = Gr— 2, 2a = Ga 一 3 一 一 2, 所 以 7(z) = за 
-21,8, = Зи’ — ди, Да. = 6n—5(n € N°). 


зА 
"Э+П 


пук рибе 


= 
+. 


《2) 由 (1) 知 қ 


一 上 
z 


1 1 
7) 2 (1g). 
1 1 jom 1 1 ym 

(1-а) наз. 901 т) ояш >}. 
т> ПОЛЕ m 510. 


ааа. 


Н |А,4,1- 0- 


所 以 IAA ИЉА | (4) =э(+)7 = (+) 


CD BOD АА НАДН НАЛА ез (E) = 1—4 (у, 


жид А. аи (0,2: — 4 (3) 7) вож гов, 1-1 OB. |= 28 8 | 0, | 342. 


所 以 {| ОВ, |) 是 以 3 2 为 首 项 ,2 дею, | OB. |= 347+ (n — 0247 


m (2n + 1) /2. МЫ В, 的 坐标 为 (2 + 1.28 + D. 
《3) 连接 A.B... ШШЕ АА. B.., B. 的 面积 为 S. WÍ 


S. = Зал, + Зал, 
~ О фенер) 12 


наз — S, о < 0, 5. < 5. 815 СУРЕ 
所 以 5, нахия 

ажаа жщ ежа аң لے سے‎ _ 
п, (D йшй, сече А = Вр Ри = 


“a и ре рН О 
Хатат ا م‎ ө тал = рд 下 所 以 = (Ст). 


(D л, = по (а — а) + (лу — т) + + (л, лег) = а ажа ал 


У] азәр Cry] 


172 
а+1 gu 

mr, = СЕ ELN à > 0 t, 

о+2-1 


1 1 
то = А-а уе (фа). 

1. D йй. a+ LLB, =o (5) 1. 

《2) MY y = 2000( f ) (0 < а < 10) ВМ, МИРЕ nH b. > a > buss РЪШ, 


haha 为 边 长 能 构成 一 个 三 角形 的 充 要 条 件 是 4: ы. > СЕЛИ (2 )'+ 


一 1 0, 解 得 
а < 9+6) та > SWE - D. HF O < a слов D < a < 10. 
+ 
‹з› MED 的 最 小 整数 = = 7. Fb, = 20 (5). 


BND EDRN EREA. 对 每 个 正 整 数 " > LARRE B, = В. РАМ > 1 
ңын > В, b, < 18.B. < Ва. 


因此 ,数列 48.} 的 最 大 项 的 项 数 满足 不 等 式 勾 > 1 н b <1. WFF, = 20 (Z) 1, 
# п < 20.8. 所 取 项 数 = 20. 
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M n= 1,2 时 ,显然 成 立 . 


《3) МЕНТЕ АСрља,) „Ва рэба pq € N" Lp > 2,022). ЕАК y = 


Е g- 
Ba = с уге, = < ват 


研究 数列 tj b. = "т БТЕ 


= >. 


-з- (5)  <за>з. 


ас» 
4-1 


«1» 
DI 


Hn ARNm зно, < ве ND тя) RRA MEET — 451 жи 


DI 


能 成 立 , 因 此 , 孙 数 y ~ Êy ют E AR Ра 


14. o веза аа. (1.2). (3.2). 


(2 BIN Оту Ва (ти хуи) ИА P. ВАН Ят... 


因为 Q,,Q- 在 曲线 上 C 上 ,所 以 yx = 


以 ze 
са, 


+27. а, = 27. 
СЕ Ри + 


тава аа 


а. в = (na тт) + бу, — зна 


эе = RX РНС. 上 ,yo = 


+ та) + 


Ну 
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1s, рае < 


жазса аз +2) + (4 #2 _ 4 +4 +4 
ва ит вее +291 +47 FO FA FAY 


1 
.1 = ر 


Шардан» = T жеш. 


m= 


( EMS. =a +a ttan + = f(})+ (++ у("—1)+ус› 


х5. = аа ала ее Ва а, - (3+ ++ ДЕ) 
两 式 相 加 ,得 
2. = Биси PEOR Je и) ЕЛІ 


п» + таа 


Dau (Е) + (тт 


1 1 
АЛ = ти 


s. = 二 (Sm 一 
5. = 15(3т- р. 


o mf < 
ie (т тава) <о: а» 
жия.) RHEE нем" бйз. ЮМ. 0. 
Фи: Зо; зе; > OR ON m AARNA < 0 不成立, 所 以 :一 0 不 
аша. 


O > 0 时 ,因为 > 0, 则 由 (1) RR > Е? = 1+7 


= Вт 的 增 大 而 减 小 ,所 以 当 mm = 1 时 ,1 十 


х 


жах. к> 3. 


m=i 


Im 
16. MIR, D AFA P ERR 1 Е. 一 
Ltt ITE 


a— eME a 一 


laka 


>e ео, ща > (1 +0+ TF) L 


(2) Hî P, OND) О Сс 5) „В Pre HB, Ve +) ВИ та — n 
= ct /5-b нама = a -VD а +УБ— 1) > 0, ху > n. 
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下 面 用 数学 归纳 法 证 明 т, Са Ф ¥ n = 188, = < aQ Шема = k € № 时 va сай n 
сазаны = + ш а Мо +448 Ф.Ф, <a. 

O йс = 0, 则 由 (1) Фа = 1. 类 似 于 (2) де = c+ Имот бао}, n таро? 
= аб} -oo 机 =- 起. 


А Ерата É 
又 四 为 4> EM am =۳ > (4) > (1) Daach D СИ 
=. am vAn 
-на-ь<#(1-1)< Z. 


RA RUF >n Ez. > ze FRR а < л < а, < L r< r < < a A 
ж\р.) ШШ си: ERDE РА PCa 2). 
17. (D ВЩСЕДР. (ох) 处 的 切线 人 ВИЖ, = у 


тайма бут 


ут» = = +, 


у- г. 
әні аа то туба? зае + 2 = 0. 
==. 
ЖЩ = т,)'(х + 2x.) ЗОЯ x = r ща =—2л,. 
由 = z ПИР АЕС... B r —— 22. РЗ P... АЕС. Слаб МЫ 
ma = — оу = C 22. ВОН.) 为 等 比 数 列 ,其 首 项 为 1, 公 比 为 一 2,z = (~2 ry, = СВО. 
《2) НО) Рә, Су B) Ро ССЗ ,(— 8Y 


直线 人 的 方程 为 y 一 (一 8)" 一 


18. (D WA А VID КА У = +14, аш = а,+1, Фа та = d = 1. 
a =а+(и—1)+1=я+5. 又 过 点 (0.1), 方 向 向 量 为 (1,2) 的 直线 方程 为 ?一 2r 十 1, 所 以 & = 231. 


十 5， пй. 
259 г.д 


DADAM = т, поди, 


Ф 当 上 为 偶数 时 必 十 27 лак ня FUE + 2) = УЮ ,所 以 大 十 27 十 5 = AHD ВЕ 4: 
СЮ. 综 上 所 述 ,存在 


O 当 # 为 林 数 时 以 十 27 为 偶数 ,所 以 2(k 十 27) 十 1 一 4(k 十 5) ,得 上 一 
惟一 的 上 一 4 符合 条 件 . 


Dh 


сеното) 


得 (1+2) (1+2 )--(1+ Е) делю 
1 1 1 1 1 
[1 Јат) = таа) ната) (1+5). 
к КЕЛЛЕ» (14, ЕЗ 2454 
өз “Ушу ҒЫ үү ікті 


= 2n 十 4 = ЕЕ, 
VFS- УМЗ Van Finis 


因此 /en 十 1) > SD fO) Е УС)... = f(1) 


Жан 多 元 递 推 


1C Мана C = A В, Марат, С, = (А Ала) * В, + CB, — Bn) * A, ~ (A, 
А) + (В. = Bei) = A, В. А * В... REL C +С, +С, + + +С, = А, + Bi + СА, + Bi = Ar 
X BD + (A, * By = Ar ВО ве ФА * B, — Am + Bra) = А, + В, 

ъс 根据 等 养 数列 的 性 质 ,可 知 


= la _ Ран 


和 


11 
FO +h 
жас. 

ЗА Ша, = arı +25, ,, b, = а Honi а, + Th, = О + D Cami КУЫ). B a, — Tb, 


= AVD lan Thr J FR а 28 =— ааа > D. Ша 26 = Cal —2М›(—1)° = 
СЪР aka — 2а = (一 Dam 


= =+ = 
ФА Коку = Жу. у), fz, =) Ze == 2 юй. 


FAL 5D = Ê (14, 2—14) = ди. 38) 


52,38 
Е. Нам. 20 


52,38 


24 52 
J ° 2î ° T/A, 10) = 器 /rod 10) 
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тал, 10) 


гао, 19 


Нло, 0 = Fra, 10 = 1 Юа, 6) 


ш. бун, = да, 8. буа онхост 


та уси, so = #хто= 308 A. 


қамына = a, а) Имаа + 2an — 3a, 


由 特征 根 法 得 


若 对 于 任意 正 整数 Ва. > 0 

6 3， 3， 各 行 数 的 个 数 构成 一 个 等 关 数 列 , 9 行 共有 5-2 хонох = 81 项 ,所 以 
A(10,8) 是 数列 le.) 中 的 第 89 项 . A(10，8) 一 3 + 2", 

ЧИТТЕ 


ва = Зан — Фил = За, — 2024, 


b.) = Заа — da, + 25, = За. — 4а, + (За, — an1). 

所 以 ва = 2a a(n € №), а)» 
同 理 可 得 besi 20 一 а» 
(DCD ЖӘНЕН t 一 2 一 1, 解 之 得 zi 一 n 一 1 

Ф a, = (A+ BAT" = A+ ВАС € №, = (А! + Bat = А + Bn(n € №). a, = 1, 


та Жана — 2h пат за она [ВТ дез, ве 20 
所 以 = За — 2h == 1 ч kt an 1 . ' 
A +B = 2 

Ае 4. В =— Ц а, = 3— 2n(n € N°), b, = 4 —2n(n € N°). ГИД 
4 +28 = 0 所 以 3 е [1 е BRM 


(Ьп. 
А. = За Ва на вена) = За га 0) = 2n— (n € №, 
в, 


j 2014+ 2+ +n) = ан (+ = Зан € МО. 
另 一 种 解法 如 下 ， Фи 1, 2. се, пој а чаю ен WS НТА, В, 的 
МИЛЕН, POR A., В, EAR. 


СЕЗ сива 
2-23 


2b, = a. а о 
[Ж 
Ма), (8,) BERRA. HOD RADAR а. а 8 20, = УЫЗ би 2), № 


Уб = бл + бшп > 2, ИВО EFENA. H a = 1. = 2.a: Бои 


теле | 


anst 


яшук = ба (л) Farna - ым 
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sh = Bı as =10, 8, = 22. mm... = АО 
ЕЙ, O n = 1 时 ,ai 一 1. = MER 
D Bin = KEE ND СРЕО на = СТИМ 


+ 
7 


‚йал = 2h — = 


мера СЪР фи 一 上 十 1 时 鳍 想 也 成 立 , 


根据 中、 四 可 知 , не мара. ва, = TED, ь, = ED 
9 考虑 这 两 个 数列 中 前 几 项 被 8 除 所 得 的 余数 .有 
(за (той 82), 1, 1, 3, 5, 3, 5, ==, (у, Стой 8)}: 1,7, 1, 7, 1, 7, ===. 
用 数学 明 纳 法 易 证 {r,(mod 8)) 是 从 第 3 项 起 周期 为 2 03 ЈА ЈАМЕ. э. (mod 8)) 是 周期 为 的 


纯 周 期 数列 
Яс ж у, f n 18], (г. (mod 8)) 与 ty Стой 8)) 没有 相同 的 项 ,所 以 , 除 第 1 项 “lw 以 外 ,1 
пу) 中 设 有 相同 的 项 - 


10. со вулкан. A Финеј La, 4 = Роан Y E 1006 4 
т 4-4...1... о» 
ия қ-а... с 


ВО) +‹2› Ка. +5, 一 ai 十 和 ia №, JtiPa, = 12, bs 一 6. 所 以 fa 十 各 是 常数 数 
ТИМ а. +b, = а, +b = 1246 18 СЕН). 


D MOR DREW, a, в. = Два Е МӘ. ИЦ (а, 一 名) 是 首 项 为 mu 一 如 = 6, 


ARDT 的 等 比 数列 .所 以 w 一 和 = 6( F) RM: a, = э+ (1) вота (1) шев. 


тежа, < 5.3)" санит 030 mtn > ELEGAN о, ИХ 


0. 4771 
БН. 
П. Ша. REMO ВО BKE n BRE REK .b, ААА ВО KEY n 的 路 径 条 数 , 则 有 


HK даи 对 任何 正 整 数 " 成立. 通过 代 换 和 化 简 可 得 ,ac — 2an — ба, = 0. 其 特征 方程 为 


4 —ФА—-6= 0.2 = 14/7. 
фа = ла +: + ва 一 V7)", 其 中 4A、B 为 待定 常数 . 利用 初始 条 件 w = 1, о, = 0, 可 得 


| 
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ти а. = а раж жаз а то. 


所 以 am = [G Ура + ђе“ + а +уба УТ" 


ав ”利用 道 推广 法 解 是 的 关键 是 根据 题 设 建 立 间 推 关系 式 ,特别 要 注意 设 "元 "的 技巧 有 时 为 了 
解 古方 便 ,设置 多 个 变 元 ,但 求解 时 要 消去 其 余 变 元 ,只 能 留 下 一 个 主 变 元 - 

12. йа ду = 工 和 这 推 关系 式 ,可 得 = Û, » = 0л ен 

假设 存在 实数 +，, 能 使 {z, + у.) йз ЕНИ. ИЕ C + роса + yi) = Са ву Вр 


({ф-+{д)а+ = (5) яя ге -uo tie imh 


Рену ан ЗЕРЕ 
виа тр зүр = 
HERK. LEM 


1 
тен + _ ы 
2.52», 


1 
za у 


1 
ж-т» 


所 以 ,存在 := 2 或 一 二 ,能 使 (5. + yat ӨЗ. 


13. (D 由 递 推 关系 式 ,只 需 证 明 ; 在 任何 一 步 所 得 到 的 三 个 数 中 都 不 可 能 出 现 1 — 1. i. 
= Mr’ —1 = 2r, 即 ;一 2 一 1 = 0, 从 而 为 无 理 数 ,这 不 可 能 , 候 设 ra =— 1z? 一 1 一 
талайы 一 1 = 0, z 也 为 无 理 数 ,这 也 不 可 能 ,所 以 z. 藉 士 1. 同 理 yw EL sa # #1. 
CD Ши, уу, n ХОДА, AFER n EN, r. у, т, #0, пулт, жо, 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 ， 


aty te = ryan. о» 


Млн В э +» а nya = fÉ. 


тйл 一 时 ,等 式 (1) ЩО Вж +, = ryan. 


全 = tana: э =й, sy чие fı 7 € (= ОСЕТЕ УЯ 


ЕЕ — tama 十 tang 十 tany 一 шапа + їзүйзпу _ ЕГЕ Ри 
X tanka + + y) = аала tan зла ав o O, o 十 P 十 7 一 0, Шарњу 
— w. i tan2a + їапдй+ tan2y = tan2atan2pan27 Ж та =— tana, зел =~ пвп, та =— tan? y, Ê 


олы, + уе Жака = лахка шет. 由 上 可 知 ,对 一 切 正 整数 ,等 式 (1) 成 立 . 由 于 х,у, о 
таз, +, #0. 
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M. 设 个 位 数 为 1 的 = 位 数 有 a. 个 ,个 位 数字 为 2 的 "位 数 有 6. 个 ,个 位 数字 为 3 的 位 数 有 c. T. 


那么 ,个 位 数字 为 《 的 = 位 数 有 4. 个 ,个 位 数 为 5 © пина. 个 .显然 ,ai = h = a = 1, 且 有 


beni 
于 是 ,有 аа + с ЊУ ++), 


«жез = Ооу = та. 


пя ac 全 人 +， 
a. +e = та - pon. 


BCD REO Жаба. Ве = аут ка — у 


BOR CDR = гаје aD] 
ша» Җа, 一 av = БРЕ 


-a-o 


-$ а+узу[а +" -1) (1 – Га у: — 1] 


а+ђ-1 а-ур-1 


= па љуђе + – p= - в), 


因此 ， am = фауна Ба У а», 


1 
¬ 
got + Ln >. 


1 = 
a = + + тр 


Мана = Мара, 


从 而 с 


1 ин + la- — 
паљбе + Ta - Љу 


故 所 求 的 ”位 数 的 个 数 为 


an +h te tb ta = да, +26 е паун + 5 


ану + а-н 


а-у" + 


о» 
Ф 
о» 


w 


© 


15. DREE, AO, D, Аа, -D.A ($. T). BR hua, =l. ШАЛ 


лл Своя А PA (}. 0) ква 1 А.А, |= Ê. 


264 


G) ж» = PA (E, 1). RRA. ЕШ Са = SBA, 
ж А, пей 
m(a 


а. -ъ) вал вис 
E FREH iE бест, ЕНСЕ KRAAS ONENE, 


ү) +a = Варны а = мята, 
(+ 
~ (те) + (ras) 
10 + за вы +1+48 


жаға 


_ 54 +401 + a) + ва +1 
за за 


_ Sef +a +5 _ 5 
"атн 73 


所 以 点 Ans ЖЕЙ С Е, ВН n>4 в, А. ЕМС Е. 


16. Жан = Ааа Н.В ба = e 
Ы Са. + 5.) 


T 
т 


БҮЛ 
таба = боја 1а = $ 


ни = а, * b, жал" Ба ав. 
- азота = GND ба = АВ 


hm E, Rham = ыы, 


z 

得 пт Чад. о 

于 是 (1) 式 又 可 化 为 如 下 的 形式 ， 
Есесін р. @ 


Жа». 式 展 开 , 并 比较 系数 ,得 户 = 一 2, 9 一 2,. 大 = 1. 从 而 
„ы 一 =s i= 2 а — 2 ау” 
1. (2#) ~ === - (Зорь. 


23 +1› 


17. МЛ WA т. J, МА пар ав fim, m. М ГА, 1) = 1, fm, n+ ) = Дт, n) +2, 
fimti, D = ат, D. 
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O Я A, я+1› = ја, M+R fA, Ds ла, 2), ја, 3), ==, ја, т. = ART 


ш Л, D 为 首 项 ,2 АВИА, m) = уп, D 十 20n 一 1) = 2—1. 
D 因为 {оя +1, 1) = 2, ПЯ fO, D. ЛС. D, ЛЗ, D, =, Дот, D, m RR 
ш уа, 1› 为 首 项 ,2 为 公 比 的 等 比 数列 . ИЖ. fon, D= f(1. 1.2% 27 
CD ВЖ fm. n+ D = fons 四 十 2, 所 以 fem, 1), Хот, 2), fem, 3), ==, Гот. пон в 


“Ж т, D 为 首 项 ,2 为 公差 的 等 差 数列 . N it. fm. я) = Дт, 10-26810) = 27" + ап —2. BF 
Ы 02002, 9) = 28 + 16. 

18. 设 从 顶点 入 开始 ,经 过 ВЕ А 点 的 不 同 路 径 数 为 。. ВАН НАЯ СУС Аар 
A oS DA FAMA d. PS E KESE SUN e. MARETA ani = 2, bı =a, +e, +d.. 
ал, ЕТЕН ТЕСТЇ 


Emi = 2da = 26, = Виа + de) = аса + Hent) = де, + Зара о) 
Mh en w= 2es + 204 ВИД 2a, = e, — Zera ВЖ as = 25, = Зара Hera) 一 2a H Reri 
= en а + Zema = en — деда +14, тв. = ега Herr = 
将 上 式 代 人 (1 K. 
得 Emr = Ae, = Reni (2 
ОН п>5 ЖУ. 
Ман зв, emi та = 0, de, 26: = 4е, -2а = 4х0—2х0 = 0, (D RURE 
Мне авї, ema = es = B, 4 1-44-14 m4X2—2X0 m В, (2) RURI. 
RUNAP- U nS 3 的 自然 数 , 均 有 ee = de, 一 2. ; 成 立 , 亦 即 对 于 一 切 > 1 的 自然 数 , 均 有 
= беда — и, о» 


оаа = е — Вела. 


BAN a =o = 0, в ната = 0, e и 26 0, 
DUMAN, мя аве може 
可 以 用 数学 归纳 法 证 明 当 ，= 24 — 1G € КОМ. e, = 0 证 明 略 ) 
M n = 2k(k € №) 时 ,由 (3) ЖЖ ена = Черна — Ren 
BEA, = eaa МА, = Ан. 一 ah, 其 特征 方程 为 一 4 十 2 = OMR У. 


РЖ, = па + + ба – HN hy = ey = O, h = e, = 2, ПАН а = ж, 


вино = deran — Зем 


су ару 


= ен ф-т. 


о ят 2-1. 


BERR = ТОЕ 3, .-а, 65 


19. 从 顾 目 条 件 可 知 ， 对 于 任意 正 整 数 *，y。 = 2, k ERTI n ЕЖ, НА 2, 
=, == 1064 4). 

ЕЙ: 对 于 正 整数 ,如果 ro EARN y. >... жек. 

则 By, > + о) 

МАНИ B4 n = 1 时 ,由 于 wm = Ra = 1, у, > #2 >- ВХ. КОХ 
个 正 整数 "成 立 . 考虑 n+ 1 的 情况 . x. 是 偶数 时 ,由 于 у. = 2y, > = „ча 是 奇数 时 ,首先 
аз т. BEKE EAR. ШЖ >, |. 是 奇数 ,利用 т. = z. И ye = ЕЖЕ, 
с АИК, т. 是 偶数 ,这 与 BERFE. RR. SEM. ТТЕ 
ËR, ya 一 > а. Ж ун, = 25, > у, + а, = ви. ИДО) 对 任何 正 整数 成 立 . 

如 果 т, 是 一 个 好 数 , 当 上 且 仅 当 从 ”= 1 开始 ,z. = 0. RA. xe ШИЯ ЯНА. Z 0 如果 ЈЕ 


акш э, = Tan = О-В, зе O FH Нл, ФФИ. 利用 w = 1. = 1 和 < = 


nT TAC a ME ЗИ = 3 是 一 个 好 数 

如 果 т, 是 一 个 好 数 , 当 且 仅 当 从 某 个 w 2 开始 ,r, то ЯЖ г. ВАВАЙ. MN 4,1 是 
СИМИН А а, ДНК АВ 2. = Lr IR cı = ОАЕ РМ АЙ ола 必 是 一 个 偶数 ， 
н ФИН AOD 可 知 y > за ААС) Я 


рте өтте Ф 


= >. 


ММ, Чудото ТАТ х. 可 以 确定 ,由 于 л. 是 偶数 ,由 间 (2), 有 


Е виа тен e 


ora тә ГУА 

шіл у а ВН АНЯ FRAO. 2) #4, DIBA zs ya z BARA 
жә? 

O э» > = мА. 2 НЕЖНО г, Фе ЖШ. НЫ жанан , thi (3) 


Ж» = жы тата > бота ЖИ ВВФ, 


эы быт. w 


Фм» са м, го 必定 是 奇数 . НЧ, AREJA 式 可 知 > с. 再 利 用 题目 条 件 (4) 


时 ,有 


ља заа а. 
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іа ыж: 


一 直 做 下 去 ,到 有 序数 组 (y 2) = (4, D 为 止 ,相应 地 有 一 个 z 可 以 得 到 , 


从 上 面 叙述 可 以 看 出 ,从 任 一 对 正 整数 22), НЯ Жул = 2, zı = и+1, т, 


© 


ong 


® ВН ВОНИ л >21. = 0. АФВ, 00 Ап) ЦН 


САРУ 
R yei = 64, =. 


m =o, 


а, = 93, 
ж = 186, 
m = 281, 
n = 462, 
= = 483, 
z, = 966, 
m = 975, 
= = 1950, 
= = 1953, 

另 一 个 例子 是 

=o, 

一 65， 
ж 130, 
z, = 260, 
за = 520, 
m = 1040, 
о = 2080. 

由 (6) 及 (7) ,有 


从 上 面 两 个 例子 可 以 看 出 ,1953 是 一 个 好 数 , 面 2080 > 1994, 不 是 要 寻找 的 好 


fO ze. 
后 ,可 以 利用 上 面 方法 ,得 到 下 列 数 表 ,并 能 定 出 一 9. 
» =й, =, = 125, 
x= 6, «та, 
x = 2, һ-в. 
x = 2, = = 9, 
» =, s= 29, 
x= 6. таз, 
» 8. тіз, 
x = 8, „=> 
x=. s =5. 
x=. „=l 
x = 128, z = 129, 
ж = 128, .-1, 
„нв, & =1, 
» =з. n=l, 
x=, =т=, 
ж-е отъ 
x=. a= 


1953 = f(64, 61), 2080 = /4128, 1). 


MAD (3,45) 等 的 叙述 ,由 列表 , 易 看 出 ， 


Та» 2) > Ло, fy, z+ O > Ку, ©). 


有 兴趣 的 读者 可 以 列 出 数据 ,证 明 上 式 . 
从 (8) 和 (9), 小 于 等 于 1994 的 好 数 的 集合 由 下 述 正 整数 组 成 ， 


ја. D, в 


j. Dı F(8. 5), Лав, 10,7016, $), Лав, 9), Хаб, 13), 
7468, 9.7064, 5, 7064, 9,25, f(64, 6D. 


这 个 集合 一 共有 1 十 2 十 4 十 8 十 16 = 31 PER. 
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Ф 


e° 


Ф 


第 5 讲 递 推 不 等 式 
1 递 推 不 等 式 的 证 明 


` aP ЖИНДИ ЖЕҢЕ o ұлы КЕЛЕ ра 
кс вана вр ранна ие 201-7) 


= 2" „+1 
= 


1 1 Жыры 
хо нн +g), 


> :+ 二 + (в) (++ 


та 1 1 
н па + од) + (mas за 


МИ Sros > 1004 + 3 = 1007. 


+( ++ ( < 1+ = в. 


M 5, 


2 ЦЕЛИЯ.) виша година о. 
CD топ = 2p, 所 以 mi 十 下 > арг, p’ > ти, a= +a, = дај. 


从 而 有 (an) > an * a. 因为 5. = "(a +2 


< 1004 + = 1009.5. 故 1007 < бум < 1009, 5,84 1007 ЖЕ. 


5. + 5. = (m+ па + € 


ПЕРЕ 


> 2p, + СМ. ss, 


0 тан а) о ce + a, Can а.) ана.) 


< ш + 2a, 十 oa) = (В) ыу 


5+5 > 25 2. 


та 75-5. 5,5, 5, 
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2007 
Ser’ 


онаа > 


1004. 


RH S... = 10044, = 1004 


Va 1004a, + 5024 = 10044, < jogs MUA 
Ха» ва > 907 x 1005 > 2008, 


Шы = 
MERA a) а= Мано 1. AI Û + +. Я S 


ЖИМ аы, — 1 > 20039, 
МЕЛИНА ЕРЕ а... = аа. 


+1 Жаа. 


а > (n € N )， 从 而 易 得 结论 成 立 . 


ада +4 каво ar 
4 由己 知 得 4 十 2 Шы шын ~ в, 
и? (at РЕН аа 
жтт (22) Menat tim (ш Өз" 
, . i е 
ы: ЖР ыны Е 


Га 
5 ikia) ВАВТ наст ния 
u tani = а ¥ (i= Data + (n= Dd = а а + (п— 14] a; Ња, 
аам, ба + @—1)4][в, + (n= Dd] wat + (n~ Dad +G а рат 
Zala + (n= 14] = в, 
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由 上 述 证 明 可 知 , 当 且 仅 当 4—о Mla 为 党 数列 时 ,上 式 等 号 成 立 . 
6 先导 找 放 缩 的 方法 . јод = Ут М fin- D = УЗ, 


所 以 
КЛ И 
Мараш > ДЕ Ман за 1+1> Я. 


EM МЧл>2%,4У 


_ 3+1 _ Gn— D'— (за DBn- 9n 一 5 

(+=) 3-2 (Зп — 2)" Gna > 
š За + 

ик (ыту > ы. 


Мпзава+а> И. 


(ымы ДЕ JEE- ет 
a + (1+ +) (1) (1+ за) > +a. 


7. OD AH Ио за + 2r, НАШ у = fC) 在 (zol Ата) АВ А, = За 
+ а. ЖЇЗЇ (0,0) Вас. fr) ДАВАНА ri + x. BFL 2142, = За + rs. 
CD AG) = 过 十 zy ШОВ. а + z = Зла Фата сады +2, 


жағал + 2r i z. < a mim > 1. Щи = 1f, n S n > 2 


Ші; 


таи (1+1) (1+1 


дө = 1 时 也 成 立 , 故 二 > (2). нем. 
җиз ик, = За ала ФЛ даља B alta > Crha аа) Beya = i+. 
0< < Bin лит а та Миронов 


матн БЕ... (1) нем. 
хаана (+) ma n(A) чем. 
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B Ва ал >0, Хазал + 2 


ны 2-2-6 


Bha = mul < 2 Tatax. 


Шат 
3 3, лет. 
з (CD 由 mm r= 
жтт ана 
得 و س وت‎ ая li, n San =, 


= an +n +n+ 


(D 因为 ye = na +++ + 


з 1 
-an жия зао "а +) = аи. 


Lo 1 Ж 
ХИ n entit Ур 360 тА. o a% ms, 
BELAR y) 是 首 项 和 公 比 均 为 3 的 等 比 数列 . 


O пасу, = 3 у arı Ба р 37 3 


ваа (4+ 


| "зет, 


FF. «жав. 
所 以 S. = Сау +n аа) + (n а + +в) 
= Ca +a же жы) вы за ешо 
тағы + e + 


а‏ س( 2 و و وی کے 


-ар 


Susu жа 
зт 


AE ER ТЕРГЕН 
ыы 


> 全 对 任意 € м, 773 
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Вр жа бъка 
шт Вар - 


nt +n +1 в-а [- изе хаша] 
зет F 


= f Hin + 6— 28 (а +1) +5—22 
377 тт 
W (2n + DHS > га НЕВА € N° НИ. (2n +D > 9C n = 18). 9 5—2a 
>>0, 即 < 一 7. 


歼 这 样 的 实数 集 А EFEN. AY A 
10.) ЕЙ РЕВ i, 
6 в 2 
7рет? (ЕЯ т- 3: 
2 ) 
《2) 由 Cauchy 不等式 知 5- У 1 >= £ 
# DOER У yor 
га Ез 
жатам» з 
? 


Мата = ~ 


一 2 时 ,等 于 成 立 ,所 以 S 有 最 小 值 

M. D z=, у= 0,0 C D = пуко), ко = ВИД a = Fo = 1 

B> OR, =x <O, FOO) = ОКС = 1, Жо< f(D <1. 

Фа. x € RR zı < n.M n — 0, а, — n) < 1) — ар) Да) = Ка + 
ж < x) = јато — Ја = x) > O. Я ЛС) > FOR у = fC) Ен ЕЛА ЛИНИЯ: 
й fan) у Ленолс- 
а. ~2 = O. Mars а. = 2, 所 以 a = 2а- 1, аьа = 4015 


в (1+2) (1+1). (1+1) > FT max. 


J = 1. FR fan 十 1 一 四 一 2) = ДО, ан 一 


ғаз» 2+1) 
+ ЈЕ 一 >, m 
а 73 жн) Лазо 


FO + > Рот, ВИА Род > FCD = 号. 所 以 ,上 < + УЗ. а Өй VS. 


Неа + = 
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12. DABARA la) ЗНН, LER HE. А ana, 一 1 а тИ ЧЕМ, 


a = am Д. йй] = (а +) а + ера, + 2. а-а > 2. 则 
за = = 


af = $) а-а) > 2(n— D.M a > al +2(n— 1) = 21-1. Ща. > / Tun > 10. 


да-а< Уш -га-о+ У Û сга-о+а-рхъез-зва < 


3п—3+ а] = Зи 2. Ва, < VT. 
BARVIT < a. < VETE 
《2) 由 (1) MAR 409 < а» < VETS., 
为 进一步 估计 ass ВОЛГА.) ,使得 a: 


MOMA n > 1K b, > 0. 于 是 ,等 式 mai +2 + 1 可 改写 为 an 十 1 十 bi = 2n 一 


1 
1+6, + 2+ а 


1 
Fg. BER hn = +g 


БЕ УЕБ 


L+. +Ë + لے‎ 
通过 归纳 推出 ы, < +1 + | + + a + 


Сега те T+ +Q + lh. 
ШІ ЕТЕТІН 


бива + (dhth) (4 + 


1 1 1 1 1 1 
ШЫНЫДА Светла) (na t= + р). 


ши 


ERARD 1 个 括号 中 有 3 个 加 项 ,最 大 项 为 了 ,第 2 个 括号 中 有 9 个 扣 项 ,最 大 项 为 二 


括号 中 有 729 个 加 项 ,最 大 项 为 ?5 :最 后 ,第 7 个 括号 中 有 911 个 加 项 ,最 大 项 为 了 87. 所 以 ,boos < 8. В & 


a} = 2n— 1+ b, фа 一 4010 一 1 十 8 一 4032.25 = 63. 5°. 1,63 < акы < 63.5. 故 四 一 63. 
1з. 我 们 证 明 一 般 情形 
Ма <a. < Уа») о» 
ип = 1371, RFT = VITS = 52.37. MFT = VATS яе 64.148, 
则 有 52 < aun < 65. 首先 ,我 们 归纳 证 明 ， 


= о 


Bn 一 1 时 ,因为 a = 2 = а аай. 


ви 对 n > аяда, = Ee +1 
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кашан ж.т. = а. 十 Миани вещи. 
ИНО n a, > 0 南 (2) 式 知 数列 ta.) Равна < 10 > D. RB ai ++ 


ага са +за> D а) 
下 面 用 (3) 式 归纳 证 明 (1) Ж. 
n= 0N 式 显然 成 立 . BERÎ > 0(1) 式 成 立 , 那 么 由 (3) 式 


ann < Va FI < /ST3T3= УЗЕО, 
ам > ИТ? > VRFTFT = V2mTDTT 
во нъ неа, НОВ ла Спужа. 
M. сой Тов, = Таоа, = Yawa = + Р-НЕ м, Ab >be >0. 


хив A.B. ви (425: 4-)х = о (у— Ј).Фу = 0, 得 


= =k. SEE E ` 
а. r= b. Е С Е VU, FI. (++). 


BRS) = РЕКИТЕ +E) 在 [0, + оо) 上 单调 递增 , 故 由 4 > ба > 0 BIY a, > 
a > 4. 


iL ЛЕТЕ 
ИНТЕ шашым _ Иттен ñ 
加 


їч. <. 
ЛАРТ "Жі уа Fitar nti 


所 以 винена н > م‎ (та) 


атанат + Hetit ERR ийе» cN НЕН п 部 有 I+ QT 


А+ Аб А r > م‎ 
жукт +j > онн + ре + j + Et < a 2004. 
15. (D ЖЕЖ. ОР. У. = y. = ПЕН OP, У ОР, ЕЛИ, МЫ 
Рори |= r. + ra МС таа УГ + Су, уа) = Ya + уш. 
两 边 平方 ,化 简 得 (z. — то" = нуна Иа. тока) = Airs. 


BY n >am DOM a, = te = 2r У eN |) нат. 


一 1 所 以 上 = а-ы. = = 
(D тШ. n = 1, 所 以 二 = L + aD «2, = = а то 


т.- ук+ E1 + E 
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иа 1 
~ ара ке наи) 


– ар одевен 


-#{й++(@-ьч)] 


16. ае 
77а н > р ан. м КУЛЕ 


на ан 


тив, «(= ув) < Ê =ңо<в,<. 


1: D it F(A. = T вина у + Û = (2 — =). яй вен. эд, CO, 0 ЈЕ 
+ 8 8 4 


>4-4:-4). я 8 
хва. у MEM 0-02 0. АЙЯ а =— 
ута на. 
1 
яки Мажа D-i 


%. 


HE AMR y=- 6 + 35. 


OD Bh O < +, а = Ла) = 一 时 十 am = за —2n) та 


3 2n +02507 


оса = anan < [а] „з, 


上 式 右边 等 号 成 立 当 且 仅 当 z = т. Восс ам 


оста = ant като) „з, 


ти NAD x, 一 + 由 此 得 到 0 一 五 < За- 2，3，…). 从 而 有 
оса «у (+) D-NE 


18. 因 为 sw а. = +. а. — 2" 20. sans > a, СТРАСТ 


тай 20.42 = 


(D Dia = 4 Kanı = Е — a, 十 2, 可 得 a = 6. a = 4. РЖ, Ми аа. 26. 8 


用 数学 归纳 法 证 明 ， <(3) мо>». 


мае зн, Та =т> ($) 十 1 结论 成 立 。 
т z 


жане п = ко > D йз Mha > ($) +1 мае O 的 结论 可 得 


таа) +а> (8) + 


ша = 上 十 1 时 ,结论 也 成立 . 
щети кажа. > (+) +1м—Ш nln > D BRL. mit. n > 3 时 ， 


Ч > а> (Ван > (у. 


ха: Уа = и> (F) а =з зичи > 1 时 .有 ao > (L). 


(D HIF o = 1 ,而 数列 fa.} НАЯН ЕН. а. > 1. 由 ac = Таја. 十 2, 可 得 


277 


та-та. ( “-ш 
下 面 证 明 , Мир зв, а, <2 
БРАНИТИ ит 1 
ит TX 8) 2~ вх вв < 2 


ВО = 5 时 , 缚 论 成 立 - 


假设 结论 对 n = HCR >з) Жо <2- 7 


BAN an = ра. - + 3 пак бо Та + & x > танки. 


2 
a <‡(2- 


Lmn = RIA ABR. 


Ене a < 2 一 hH MM nn Баз, FR. Mn > SM. а <2 E, 


1< n=l, 


2 ввхахна 


1. ШЕЕ, as > a, +2. М 


Фани +2 ams + 2 X 2 > > а, +2 X 1003 = 2007. 
Ша >а.+2, аба —2. Ма ба. Зан = 243 = а li> D. 


于 是 ане: < аюы +1 & авы +1Х 2 аи +3+1Х2 
Kam #3Х2+1Х 26 + 6 а +3 X668 +1ж2 = 2007, 
所 以 авы = 2007. 
важи a, = 1, 一 "符合 本 题 要求 - 
2 ре „Ле +e, > D.4 am ~ ERES аа во ВВЕ 


ЭК fC) = nen) a Jih g(n + D > к. КО) 1+. 
э. тел га) = VS, ка) = 1. yo) 一 (а) (МЕ 
等 式 ftn+D > FON 2, пем в 


AEE > (62 (ы) 


Стемо RARER 
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Шлем 时 к\т) > 1 可 推出 En 十 D > га со ,所 以 
Km 28-0 > == 2 28) = 27, 
4 在 题 中 关于 函数 0 € MORIA И я = m = 0, 得 到 (7(0))? > 27(0). 但 /(0) ж 0. Ë 
ШЛО >2. 不妨 取 7(0) 一 2. 由 于 只 要 求 出 一 个 解 ,将 题 给 不 等 关系 变 成 全 等 关系 试 一 试 , 即 
fo) fo = fint m) + и т. 


在 恒等式 中 取 т = 1 ,得 到 
IMID = ји + D+ н 0, пе 2. 
МЖИНИЯ Ст) 在 点 = 0 5 п = 1 上 的 值 , 则 由 上 而 的 便 等 式 可 以 惟一 确定 /(2 与 J( 一 1) 的 
值 , 然 后 又 可 确定 fC 与 /( 一 2) 的 值 , 等 等 . 即 可 对 每 个 mnE ИЯ ОЮ MIR. 因为 (0) = 2, 且 ДЮ 


= рева DREID = ПЕ» PAUAR о 由 是 中 条 件 惟一 确定 ,下 面 证 明 函 数 /Cn) = 


2 F2, FOND = 2cos Я) 与 (2) 的 全 部 条 件 .事实 上 ,有 
5 


23-2, 


? 


fi оту (2° + та + 2) = не + 27) + Ст + 2) = fint w) + Ја т) 
тет 


аз ж 


+7 ео, Ја) = 


фи 


(2) (O) = 2690 © 0, f(1) = 2eos = УЗ. 


Лоо fim) = Acos А соз ZM m 2e0, ZULEM) 


eos Же + 20. 


= Лат + а =), 

JP n. mE 2. 

E MOREE ACn) MEM RR, пш эйт. изявата, тази 
EMAN 

此 时 函数 满足 的 关系 式 比较 简单 ,容易 确定 函数 的 形式 . 

5. 用 待定 系数 法 . + 

Snt Dant 1D) + 8> 20700 + an + f], 
ш Па > И +т+ а + 1) — f, 


Жа+1› 22/00) + +8: 


将 (2) 式 与 (1) 式 比较 ,得 
з. 
в- 2. 


ж. 


所 以 CD 可 化 为 
Jin+D +3+11 +2 > (fO) +за+ 21. 
两 边 了 除 2 ,得 
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[二 DA 二 D+2 > nasta 


айдыны. sm, 网 ED = DEEP ре, 
ПИНКИ Е Лоо = ас — 3 一 2, 其 中 任意 数列 gtn) WE ЕО) = 3, кїп 十 D > код. 
ж ва. Ур + DaraS D таварна ЕШ. 
в иннин — 

тж > 4fOD + 20 УЛ +25, 


m Ја + > (2 /fG0 +5, Ут > 2 /fG + 5. 
ишш 5, 得 

Ул +s > 20 700 + 5), 
两 边 同 除 2 ,得 


AED +S y 5+5 
ق‎ > УЙ +з, 


Ф045. код M а) = EBES 4, gnt > z. 

所 给 不 等 式 (1) 的 解 是 fO) = (26. 一 5) 其 中 任意 数列 gO) 满足 g(1) = 4, gn +1 
7. Р) > 39 fn 一 1) ,可 设 (nm) = ғ” дт) f(n— 1), дбн) > 1, 

依次 以 2，3，4。…，m 代 寿 所 给 道 推 不 等 式 中 的 ", 可 得 


ID = Рико ја), 
fO) = засу), 


Кю = 3Î gim fe = D. 
WEM n1 DRMR 
ою = PED • з'я‹з)- 


а 
gtr ADE дп) = 3 (2) (3) g(n) Маб N. 
ЗОО = 37 时 ,可 得 满足 О) = 1, f) = 3 Ун D, Vn > 2 的 递归 数列 的 通 项 公式 为 
fO = e 3ne3 f(1) = pass amet. үлем. 
注 ”这 种 方法 与 前 面 递归 数列 求 和 法 类 似 ,只 是 此 时 我 们 是 以 乘积 的 方法 消去 除 O) 以 外 其 他 


形式 的 函数 ,取代 前 面相 加 销 去 除了 ro) 以 外 其 他 形式 的 函数 
8 МЕ: 将 FCD = S. Su 代入 所 给 递 推 不 等 式 ,得 


>= 
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变形 后 可 得 


SS zl, 
引入 参 函数 e V бт) > 19,9 5:— SI, = коо, 


5-8 = SESE + OSE SR + + (Sf = SD = Увачь, 


所 以 s= + Басе». 
итинен лоо = S-S = ‚1+ $уко+1›—,1 + ас) ЕШ 


ЖИ кор ША ко) >: 1. 
解法 2 WOO) = 5. -5., КАЗНЕ 


= 1 
<] - +=]. 
BETIN Si- Sh > LW Sin > Sh aD, 
Ф gD = 51 — п. (п) >а а 0. Si ндн) МИРОВНИМ fO) = 5, —5,, 
= УТРЕ – УТРЕ — О. g > g(n = 1), к) = 0. 
в мод = 1 时 , 相 度 的 函数 方程 o ~ ins = + [760 + golom» COLTE 


м1. 
з ES, = лотус = 5, = s. Клан Я 
5, SAS- 5.) +26 >D. 


5.<45.-1. о 


фана кота. < рб + FCD 式 比较 得 一 一 2, 所 以 


5,-2< 4053-10. 


тшн (+) 


Б. Б. 
所 给 函数 不 等 式 (1) 的 解 是 S, = э. (T) за йта < E be в. 
10. 解法 аянаа 
епу fiad > Afia - Кя- 2)], Ма 2 3. 


根据 ЛО = 1, AD = 3, 可 推 知 fOD 一 fn 一 1) >0, n € №, n> 1, 于 是 可 设 
Am 一 Fn 一 D = кои D ло 25), V gD 2 2. 
34, 5, in КА ЕЖА я, 
LD- ло = D- f(1. 
14) — f(3) = ви) — D], 


fo) = fn 
将 这 n 一 2 TERH, на 
Ло тата = ОСИ) — f(1] = Саб) кога + 1), 


D = 80009-0 }я—2)]. 


fo) п D = чак. 

WAS, 4, е n А ЕК, 
D-M = 2, 
76) — fa = 4669). 
SW = fC) = оға), 


Ло) = f(n— 1D аксона. 
жп 个 等 式 相 加 ,可 得 
JO — fO) = 2 十 48(3) HARDE + — HADD кб 
ш/а) = 3+4д(3) HARDE + — +48), VED > 2, n € N. 
Wik: h/m- fa 1D > Afad- /‹я—2)]. Vn > 3. 
тшшш 2.18 
Да > nD без, „Дш a= wm gel g(a +1 > во. Те. 


и. 由 假设 条 件 易 知 f(z) > 0, ү» € N, 在 所 给 中 推 不 等 式 两 边 到 对 数 ,得 到 
log: f) > Пов fin = D + loge fin- 20), 


Inf(n + -plog 9 D > юш fn = 1) + ов fin 2), Ма > 3. 


9 n) = log Лод + Тов н DERD gn) Sgin- D, g = 3. 于 是 


rem 


2)"logs fem) 


Dolog fin D. 


利用 FCD = 1 对 上 式 坦 推 求 和 ,得 (一 2)"log: f) 


Saan, 


所 以 от = 2 JEP gOD > fia D, ка) = 3. 
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7 
ж що) = 3. 可 得 相应 函数 方程 ; 设 f(D = 1. ло) = 8 ARE, 
fo) = ун Dfa, МпЄ М№. п> 3, 
BR лою) = rep], 


п. 所 纵 递 推 不 等 式 相应 递 推 数列 的 特征 方程 为 2 01-07-20 — 
ЯШ» ТАН ==. 


15209-0 вы > 
Нино ЕВ жш ло 一 的 正 负 ， 


плаза» ЗАВЕО а уп) = гаден Еҗ yo) 十 1 > 0. 


解法 АВНЕ оу ко >3›,% 
(я) +1, 
Рова 


gin) ші ча, 


men. Te+DTI өзі 


Ка +1 = код 


manc о 这 ep ,得 


сън Джо съ Део 
Торе. 7 дет 

со кә = 
$” = уут RIERA ВИН gint D = кого Пиф, 


1 
жаа TOTTI S2 ОГИЛВИ толу < 2. 


+a" Пе. 


азс 
Тар +т 


1 
一 FTT， 


LETE TEEN 


2 


‹ я 
Fat DFi т” Ce. 


ca сз 
79 +1 тт 
зу 
ат 


= з, 


a 
7G +i 


= съ», 


с 
те +i 


с? ча D. 
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3 š 
- 25 evo 


由 此 得 到 弟 椎 不 等 式 的 解 是 (w = фа. 
Povo- 


13. Æ fint D > af" OD MAR a ,得 


x tý: 
EEEn- КН СЫҢ 


añ fint D > aA јат) aA ун > [ash fm. 
两 边 取 对 数 ,得 
log. Са А f(n + D J> alog, Га fo 13, 
ишин. 


вее > W 


(е) 


ФЕ] қр вс а од, ко = [e o L pa. maan 
不 等 式 的 通 解 是 /(m) = Дф) ваза као 一 — 7 的 任意 数列 . 


14. 所 给 递 推 不 等 式 相应 递 推 数 列 的 特征 方程 x = +(z+ =) +. 


флота EW go = Ид, =1 < ge <1. 


әт 
клявавкад.в 
1 十 &Cn 十 1) h; T 1kg) 1g 
a D> e ERE + HE): 


ЕЗЕТ > Ltg 
товар 21- со" 


ЕЛЕНА 
I n > 2 МС > 0. МЫ 


+ < zil коө | а > ااا‎ 
жыдан. دی س م‎ = и = Е pat эу. 
науке 


其 中 任意 函数 ол) RE p) = Шш! 


E, + > ко. 
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15. Ф Ло) = 00 + ру; n € N, 则 代 人 所 给 不 等 式 得 


; 
меко gk > [ +] [m+]. 


в мар + Моро 


о» 


mD жо» 


таз + pdy = Saga = ко = Ê > 1, RAD жив ко > 0, n € N ,又 


a+ 1 + Ер 


Е 
FD т 
不 妨 设 定 AOD > n EN ,由 不 等 式 (1D), 亲 得 


1 1 
< Вито 


n+ D— > рү [Am+D 一 


[Е 
поте] 


WEIR: h(n + D > СО. logh(n +1) > Зюв,А Сп), кыах» у betim, 


Фокс = BEAD , 则 ww+ D > уст, ва) = ОКО? = 1, PRAC = aT, РШ! 
авхуднаня 


7", (E) ене 


ЕО 是 单调 递增 且 дао = 1 的 任意 数列 - 
Ë Mam = 1, n E N' ,可 得 ,满足 7(1) = В/О = P'O), 


Ван ра 
naw fo = (EH) + (61) „нем. 
16. EM (D REN a, = Fas ARREBOE.) ЖИВИ а = 3 = Боа 一 5 一 F, 


3/00, пе № ЮЖ 


вх. 
М РЕ, - = 1, R> и 
Fai Fia В = (+ Р, О а Во + F) == (F,F,+ ВЪЗ. 
因为 FF 一 ma FL) = = (DORP, = FD = O D RAMA 


n€ Мат Б. 


ре, 


Fia 
FA 6—1 ааа —а}<1<Ё. Матан — n < Ма < Мала T n. 
存在 数列 tav} Ela) PEN a = Ба, 


《2) ЕЕ.) AE. 用 数学 归纳 法 证 明 a, 


ана сЕ > > 


Е. На. 2 21+2 D 
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事实 上 由 已 知 不 等 式 可 推 利生 二 上 < a, < ÊÊÊ, 
Шз о, ЕМИ a, = 8, 同 时 a > 2X 3 十 2, 所 以 (3) Ха. 

пана < < с. 

Ха Е М, а, = 13. 另 外 ,as 三 2X4 十 2, 所 以 (3) Ж Шп=+— 1 Ë я = ROR > 4) (3) 


Жил. Герд Ê _ Ê ж.н, 


1. 


从 二 ) 中 至 多 只 有 一 个 整数 - 


dt 


d- 


am € NATTE < am < ALA arm REN Fr. В 


am = Быз = Р, = Рыз = а, + а, > (2k +2) + 26 > 2 + 1) +2. 
Цне н. Ка Ва.) 惟一 确定 . ER. 
Ей. яя о, = Ро - ое” - (155) 
п. пиана 
э +3) — а) – (би +2) = fn +11 a+ о) о. 
+ жө) = дар — До. 
" жа› = FD FCD = 1, кэ) = f(3 — ДВ = 0, 


直上 式 可 得 3g(n 十 2) — pint — 2000) < O, p(n +2 pint < [p(n + рю). 
мимя( 35) в 
(енко ки + 06 ($) ipat- во. 


ко = (FY Пека + 1) - ест] И ка) = За – 00] = 


gint D <— я. 
所 以 pn 十 D) = ро = (L) cora 
ва = (2 ужа» 


о-во = (2) кс), 


一 rm 一 D = ($) ka-D. 
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将 这 ”一 1 个 式 子 相 加 ,得 


(Yee, 


вю = gD + (2) 1+ 


于 是 f+ о = 1+ D (2) ob, 采用 与 上 面相 网 的 方法 ,可 得 ">> 3 时 ， 


жө = уа›+$[з+ (4 rw] УГО) eo] 
да) = BCD D] = Ê. кино < код. 
ID йж## 2+ стон (2 1) ож. а» 


Мини l <2( + )<а+ на < Êr <+. we} <a < 


$ бла ЕМИ а = 1. 


Мао авина + < (T+L)<2+ (RRS са < 10 a = 9 


《2) 解法 1; ват Бата = 9. Ма. =. 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 ,. 

O Mn = 1,2 时 ,由 (1) Ша, = т Ва 

Ф Min = kk > ома ша = Мн kH С) 式 得 


кн 


>вахъ 
FRI < < 


ECE! 


ар: 


зан ЧЕ сан < ++ 


BI R> 2R CF р-он = кир + а–2) во ИА є со, 11. 因为 4 一 1 1, 


= ирина, 


тщр 
a, = m Щи. 
由 加 .四 知 ,对 任意 maE М, а, =. 
解法 2: Ва 一 1， amd as = 9. Ма. 一 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 - 
O a = 1,2 时 ,由 (1) Ша, = т ВЯ, 
四 假设 "一 >2 ща ва = Ен k+l, 


1 КИМЕ Н 1 
ADAE < kt+ (FE жЕ )<?+#. 


16 0.1). да € ИУ дам S AHD. Жа 
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D 


m 


то) жж. Ba- Das < P + НБН 


W G- Das SPHE- I= HD D. Фа < G+ D. < 


ко кв гё кї как 


因为 两 端 为 正 整数 , 则 (CF 一 上 十 Dar > FH +1. 


ЕТЕ 
ки зо == 


аза” 


УМЕ 2. an ЖЕБЕ. 
所 以 am > FD. w 
ЩО) 式 和 (4) 3E. an = AHDB = ЕН Bf ra, = RS її DO MAHER n € N° г 


第 6 讲 ” 其 他 可 转化 为 递 推 的 问题 


1.0 ШААВС 内 有 个 点 时 ,小 三 角形 有 а. 个 

现 增加 一 个 点 , 则 此 点 必 攻 人 某 一 个 小 三 角形 内 , 且 此 点 把 此 小 三 角形 分 成 与 原来 所 有 小 三 角形 者 
жш з 个 小 三 角形 , 故 总 数 多 出 了 两 个 , 即 ao = а. 十 2. 

因此 ,数列 ta,} ВЦа = 3 为 首 项 ,2 为 公差 的 等 着 数列 ,于 是 am = 3+ (2005 — 1) X 2 = 4011, 
мас. 

г. с 

зА RARD н РОУ ТРИ ква ИИ ЭГЕ КВО СТЕ КОЛ 
ла ОМИ 2 格 到 达 第 酸 ,方法 数 为 a. -由 加 法 原理 知 :a. = а. + ars НЯНЯ 
得 该 数 到 的 前 S 项 为 1,1,2,3,5,8,13,21, 所 以 某 人 从 格外 跌 到 第 8 格 的 方法 种 数 为 21 6. 

本 题 亦 可 以 用 加 法 原理 ,利用 常规 分 类 讨论 求解 ,但 震 要 做 到 不 重 不 性 ,对 思维 的 镇 密 性 要 求 较 高 ， 
这 里 借用 递 闪 思想 ,使 问题 简化 ,更 有 用 的 是 ,借助 递 推 基 系 和 数列 知识 ,不 仅 可 以 求 出 到 达 第 8 We 
法 数 ,而 且 对 于 到 达 任意 格 的 方法 数 , 告 可 顺利 求解 .这 是 常规 的 分 类 讨论 所 无 法 实现 的 . 
2001 


“сш N, = 2007 мг 


Мы = 2007%м = (2000 + 7e 
其 中 ,M 为 正 整数 . 由 此 可 得 Now ВЖ fB те 的 末 二 位 数字 相间 ,首先 来 观察 7" 的 末 二 位 
数字 的 变化 规律 . 


71 
ож ниж хы 的 未 二 位 数 


юоо X М3-7%е 


а | г | з | + |» "| | 7 | = | | 
ви | | • |а | е |» | ја | и 
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кака 
т 的 末 二 位 数字 的 变化 是 以 4 занин. 
Мун = (2007)%е = (502 X 4 — "ese Омь, HERD 
м, —1 M 为 正 整数 ) 
=M =D +3. 
тен = теме 与 7 的 末 二 位 数 相同 ,为 43. БЖС. 


5 А 本题 考查 遵 推 数 列 公式 和 概率 的 求法 
3 


HEMA a = 


EE сл 
imi = лен. 


Pami 一 av = НЕВЕ - T 总 成 立 , 故 所 求 概率 为 1, 选 A， 


$ A 可 以 从 一 般 情形 考虑 ,然后 再 特殊 化 面 得 到 所 求 结果 . 设 有 "个 符合 题 设 的 平面 ,球面 被 分 
Жа, ВЯ. Ва = 2,4: а, к 

因为 "个 平面 都 过 球 心 ,所 以 截面 都 是 大 国 , 面 每 两 个 大 国 在 球面 都 有 2 个 交点 , 故 第 "个 平面 与 已 
有 的 = 一 1 个 平面 截 款 面 得 的 每 个 大 辆 部 有 2 个 交点 , “1 > 3 时 ,第 "个 大 加 与 前 第 mn — 1 大 国共 有 
200-0 个 交点 , 且 其 中 任 一 交点 均 不 会 与 任何 前" 一 1 个 大 国 的 交点 重合 ,这 是 由 于 题 设 ， 任何 3 个 平 
面部 不 相交 于 一 直线 , 即 任 何 三 个 大 较 痢 不 过 同一 直径 . 这 样 ,第 ”个 大 圆 被 前 = 一 1 个 大 圆 分 制 成 
20-0 段 ,而 这 其 中 的 每 一 段 又 把 前 ”一 1 个 大 国 划 分 成 的 s.， МСИ ЈЕ) 中 的 2(" 一 1) 个 
区 城 昌 相应 的 一 个 区 域 一 分 为 二 ,于 是 a Ша 增加 了 209—1). REA 

азаар аас като 


2+ D = e — + 2. 


这 是 一 般 性 结果 . 当 = 10 ван = 92, А. 


хаты + cs RIH E а = 
"42, 


эт 。 如 假定 是 "的 二 次 函数 аз = Asas = 8, 即 可 求 出 


«га = т 
"и. 

将 文字 语言 翻译 成 数学 符号 语言 la +a = 5(n > 2) ша = 2. 所 以 
плаж. 


最 小 正 周期 为 z,aie = 3. 利用 分 类 思想 求 S., 当 一 2k(k € МО. S, = 2F+ 3k 


и, виню, = Sa tam = +2 = DP a 


8. 1008017. ВЕ i ВЯЛ, На, = 2. 
2X 1008 + 1,90 amo = 1+2 +2+ + 1003) + 1004 


э, ар 记 所 求 概率 为 P. 先 求 初始 值 ,由 于 3 个 数 中 的 最 大 数 只 能 排 在 第 2 排 的 两 个 位 置 


сл Hiram 


004: + 


tap = T. ажан. 


О 个 数 应 在 第 十] покажа 


然后 可 任意 十 第 十 1 FMF ÊD AARAM n 行 ,符合 要 求 的 概率 即 为 P， 故 Pos = 


С P. = бае, Р = отур 
10，(19，44). 著 将 粒子 的 运动 轨 连 定义 为 数 对 (i,j), 则 它 的 运动 整 点 可 排 成 数 表 
(0.0 
oD aD а. 
ам» ам» ам» AD (D 
©.) аз 02,3) а. GD ал» вю 


通过 推算 可 知 , 经 过 2 = 1X2 秒 ,粒子 运动 到 点 (1,1); 经 过 6 一 2X3 秒 ,教子 运动 到 (2,2), 经 过 12 
一 3X4 秒 ,粒子 运动 到 (3,3);… 则 经 过 44 X 45 = 1980 秒 ,粒子 运动 到 点 (44,44). 根据 该 粒子 的 运动 
规律 ,粒子 继续 运动 25 秒 ,到 达 点 (19 


и. E. ЖЕН ЕТ am 回 到 顶点 A f fett f а. P NE f fet; nm RAMI A 


юлия b. 种 ,由 于 如 虎 每 到 一 个 顶点 的 和 行 方法 有 3 B МИЕ nm 共有 3 种 方法 . k a, 十 名 = 3. 
BAA nH KEIN А.Ж лк ЖЕ АА RÎ awı = в. Що. +. 一 3" 于 是 得 到 通 
BRRR а, = 371 anin > 2. На, = 00а = 3° — (3 а) = о 
ЕСЕГЕ 


а) 
Заз) 3x182 _ 182 
> FT 
12. (те -т+ 1 解决 本 是 的 关键 是 确定 平面 上 的 由 个 图 最 多 可 确定 互 不 重生 的 区 域 . 设 平面 上 
ем) ЛИНИЯ a, 个 互 不 重生 的 区 域 . 由 于 第 k 个 国 和 前 k 个 国 最 多 有 22 个 交点 (不 同 
于 前 k 个 图 的 交点 ), 且 每 相 邻 两 个 交点 都 对 应 一 个 新 增 区 域 ,所 以 sr， 一 а, Е ФА 1.203 


$. 


йа = = 3182.6 РСА = 


mm 一 1 可 得 到 mm 一 1 个 等 式 , 登 吉 得 :a- = а, +21+2+3++т—1. ЖШ a = 1,870 а. = m 
пи ЕВ н ТИНЕ т 一 mm 十 1 个 互 不 重生 的 区 域 ,从 而 可 知 满足 A，U A: U U 
А. = (анаа ) 的 集合 组 (hi AnA m AD 有 (Co — m+ D" +. 

аз. (1) а, = 01001.a; = 01001010. 

бан таа lk > D. 


қазыны a, = ар а ЕН, 


‹з› HOD ША = 1 = L = 24 


>. +. = LE (ben В.) ,所 以 数列 tb le, верни. 


14, PREH n HRR BTR a. Ma = 8. Фа > 2F 
ка” 的 末尾 误 加 数字 8, 就 变 成 为 长 度 为 " 的 " 优 数 ", 且 这 样 的 * 优 数 " 有 9X 10" — 
4 一 1 个 * 优 数 "的 末尾 漆 加 一 个 非 8 数字 , 变 成 为 长 度 为 "的 " 优 数 ", 且 这 样 的 优 数 " 有 9 на ， ,显然 这 
两 类 长 度 为 "的 * 优 数 " 不 相同 (个 位 数 不 同 ). 另 一 方面 . 反 过 去 亦 然 ,这 就 构成 一 一 对 应 ,于 是 有 

а. = (X10 а) 9 нау = Вас +9Х107'(я 2), 


ааз 
o 


107 


$ = үл, = ви, = 10 о, = СЕЕ СЫЯ 


+ 


он + 


=<... 4... 
ажоо Ане сі ағ», 


+9 = oll 


ЕРЕКЕ ТЕГТІ 


5 5 5 


人 一 45) = 


о-в, 


amta = поена зар 7x +45 IO 


£ Ei 
хвала». 
于 是 长 度 不 超过 的 所 有 的 * 优 数 ” 的 个 数 是 


5, = а фа Has ве + 


D MEEA р. = л +++ = Таз + pn > 27， 两 式 相 减 得 


ка 


1 E ی2‎ 
жо--е + 9-4 Ред Ра 9-1). 
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юе». —.) 是 公 比 为 - 2 的 等 比 数 列 - 


2) + hee ноща. = 1. 
16. 答案 是 否定 的 . 按 是 时 针 方 向 将 边 依次 标号 为 1.2,…,99. ло 表示 第 1 条 边 的 颜色 . 初始 状 
Фа. 701-10) = СО = Ш = 1.2,--.49./(99) = М. 现在 对 ;一 1,2,…,99, 定 义 
о. уар = јаз, 
К -f SGD ASUD = (HR KD) RD RO, 
SGD SOSH = HED REMO ROD, 
д, = 70,70 = fao, 


эя уо динка то ген. 于 是 由 于 初始 时 > коо =— 3. ПВО 


Ук = 3. 因 此 结论 不 成 立 . 
ФМ, = тах а, |, 15, |, Ге le 14. |}, M, 是 非 负 整数 , 且 由 遵 推 关系 易 知 M,， < M. 


nm 1,2 


СТАЕ 


M, = Ма = Мате о 

记 M = M, ,以 下 证 M = 9, 车 不 然 , 则 M > 0. 

MPH п Аза, bas cos а, 均 为 非 负 整数 ,所 以 利用 进 推 关系 和 (1) 式 可 推出 ,av, bs саа 
中 至 少 有 一 个 为 M, 且 与 其 相 邻 的 两 数 中 至 少 有 一 为 0. h FEKE AM a. b.c. d, 中 至 少 有 
тшшен. 

итп = 人 十 1 由 循环 对 称 性 ,不 妨 设 МОНИ E TEWAI A Cass i был, сы, ha) 只 可 能 为 
UF SHR: СМ, 0, 0, Ф.(М. о, с, c), (M, 0, с. МОМ, М, с, 0).СМ, 6, b, 0) СМ, b, о, 0), 
Jho < b c, d SM. 

ж (аза, быа, Ga + de 


«м, о, о, d), 
м.о,4.м-4. 


则 (ане. би, села d. 

ВЕСИ, O, 4, М-РН ВИНЕ ЈИ 4 = 0 或 M = 2d. шй d = 0, 则 
(нз, huss ска» фа) = (M. 0, М, 0). 

ШЖ M = 24.4 d > O. Н (ана, bos аз. фа) = (M. 4, 0, 4). 

ЖЕМЕЙ. Cases r has. соз, ders) PRES R R НО рт 1 F 8 1 

Мба» л, сыз, де 取 其 他 5 FERE. НЕ HFM. 于 是 M = м, = 0, 即 

-а<а-о. 
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ee‏ ا 


ГА а 


لمحا 


ев 


вата 
JE 10 种 不 同 的 传 球 方法 - 
(2) Фа, тои = т—1,; = m— План 表示 传 球 m 十 1 次 \ 第 m 十 1 次 传 给 让 , 可 以 分 两 步 进行 ， 
第 一 步 传 球 "次 ,第 = 次 不 传 给 四 , 共 妈 种 :第 二 步 再 传 给 甲 , 共 1 
Няня а = b. 
O a, +», ARI n 次 的 所 有 不 同方 法 种 数 ,而 每 次 传 球 都 有 m 一 1 种 方法 , 共 传 球 ” 次 - 
ЭШ а, +b, = (т= 1". 


O BIN a +b, = (т 0", Ща, + аш = Оя —1)°. с = аре ERTEN 


кая. 


@ иже 一 0, 所 以 s = 0, 故 5 一 上 = та) Aua = 


= + د ا 


#0) Fm = зи RAMa = } x7 асау, i 
19. MDa = n(n € N°). 


Dhoma (1+2 


对 于 (0, +) EHER y= iA y = (n+ Dr. 根据 定 理 ， 
aai” < пара ши 1 
ZE < a+ DEE иен nr 1< af. ¢ x = 1+ jin = 1+ ET 


МЕ L) [1+ ggg] Да ва 


Oaa (2) -#. — 


g 1067 (ружни = (д) 
+ e) E ту < | 
хаав а> хаха {к = (ас, 


жщ < <2. 


+ 


